chap 8

CHAP 8 - CALCUL MATRICIEL - SYSTEMES LINEAIRES

Dans ce chapitre, K désigne R ou C, n et p désignent des entiers naturels non nuls.

1 Calcul matriciel

1.1 Notion de matrice

Définition 1
On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K un tableau & n lignes et p
colonnes de nombres de K présenté sous la forme :

all o alp

A=

a’TLl o e anp

Cette matrice se note également A = (a;j) , ou plus simplement (a;;) quand il n’y a pas

d’ambiguité sur le format (n, p).

e Sip=1, A est appelée matrice colonne.

e sin =1, A est appelée matrice ligne.

e si n = p, A est appelée matrice carrée d’ordre n. La éléments a;; (pour i € [1,n]) sont alors
appelés éléments diagonaux, et (a1, ,an,) est appelée diagonale de A.

Notations

e On note ., ,(K) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

e On note ., (K) I’ensemble ., ,(K) des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.

e On note 0y, (resp. 0,) la matrice de .4, ,(K) (resp. .#,(K)) dont tous les coefficients sont nuls.

Définition 2
On appelle matrice identité d’ordre n, notée I,,, la matrice de ., (K) dont les coefficients sont les
symboles de Kronecker (¢;;) tels que

S — 0 sii#j
Yl 1 sii=3j
Définition 3

Soit A = (a;;) une matrice de .4, (K).
e On dit que A est diagonale si

v(i,j) € [1,n[? (i # j) = (ai; = 0)

On note A = diag(ai1,- - ,anpn) une telle matrice.
e On dit que A est une matrice triangulaire supérieure si

V(i 5) € [1,n]?, (i > §) = (ayy; = 0)
e On dit que A est une matrice triangulaire inférieure si

V(i,§) € [1,n]?, (i < j) = (ai; = 0)
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1.2 Opérations sur les matrices

Définition 4
On appelle addition dans .#, ,(K) la loi notée + définie par : (a;;) + (bi;) = (aij + bij)

Remarque 1
Pour I'addition, deux matrices doivent étre de méme format.

Définition 5
On appelle multiplication par un scalaire la loi notée - définie par : X (a;;) = (Aa;;) ot A € K.

Proposition1

Soient A, B et C' de matrices de ., ,(K).

(A+B)+C=A+(B+C) (on dit que I’addition est associative)

A+B=B+A (on dit que I'addition est commutative)

A+0,,=A4 (Opp est appelé élément neutre de 'addition)

A+ (—A) =0, (—A est appelé le symétrique de A pour I’addition)

VN p) € K2 (M)A = A(pA) (on dit que la multiplication par un scalaire est associative)

VA e K,AN(A+ B)=AA+ AB (on dit que la multiplication par un scalaire est distributive sur
I’addition)

Définition 6
On appelle matrice élémentaire de .#,, ,(K) une matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf un

qui vaut 1. Lorsque ce coefficient est a la k-éme ligne et h-éme colonne, on note la matrice Egp,.
On a donc Egp, = (0ixd,) 1<i<n
1<j<p
Remarque 2

np
Pour toute matrice A = (a;;) ,ona: A= Z Z a;jEij
i=1 j=1
Définition 7
Soient A = (ax)

ININ

1
1

On appelle produi

i< n S %nq(K) et B = (bk.]) 1<k<gq € %qp(K)
k<gq 1<j<p
de

A par B et on note AB la matrice C' = (c¢;5)

[

€ Mnp(K) telle que

V(i) € [Ln] x [L,pl, ey = ainby

Qi | .C,‘f

Attention! Le produit AB ne peut étre réalisé que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre
de lignes de B.

Remarque 3
La i-éme ligne de AB est le produit de la i-éme ligne de A par B et la j-éme colonne de AB est le
produit de A par la j-éme colonne de B.
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Proposition 2

Y(A, B,C) € My p(K)

, (AB)C = A(BC)

(K) x Ay 4(K) x A, )
o V(A,B,C) € My p(K) X MpyK) x Ap,K), A(B+C)=AB+ AC
e V(A,B,C) € Mp,y(K) x Myn(K) x My,(K), (B+C)A=BA+CA
e V(A ,B) € ///n,p( ) X Mpq(K),VA € K, A(AB) = A\(AB)
o VA e #,(K), Al, =1,A= A et 0,4 = A0, =0,

Proposition 3
Pour i € |1,n], (j, k) € [1,p]* et 1 € [1,q] on a :

EijEr = 0;1Eq

Proposition4 Formule du binéme de Newton
Soient A et B dans ., (K). Si AB = BA alors

(A+B)" = zn: ('Z) Akprt

k=0

1.3 Transposition

Définition 8
On appelle transposée de la matrice A = (a;;) € A#;, ,(K) la matrice AT = (ai;) € Mpn(K) telle que
a;; = ag; pour tout (i,7) € [1,p[ x [1,n].
Définition 9
Soit A € ,(K).
e On dit que A est symétrique si AT = A.
On note .#,(K) 'ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
e On dit que A est antisymétrique si AT = —A.
On note 7,(K) I'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.

Proposition 5

Y(A,B) € (M,(K)?,(\p) €K% on a:
o M+ uB)T = AT + uB”

o (AB)T =BT AT

1.4 Matrices inversibles

Définition 10

On dit qu'une matrice A € .#,(K) est inversible s’il existe une matrice de .#,(K), notée A~ telle
que AA™ = A71A =1,.

L’ensemble des matrices inversibles d’ordre n est appelé groupe linéaire d’ordre n, et se note

GLa (K).

Proposition 6
Si A et B sont des matrices de GL,,(K), alors AB € GL,(K), et (AB)™' = B~ 1A~

Proposition 7
Si A € GL,(K), alors AT € GL,(K) et (A7) = (41"

Proposition 8

Une matrice diagonale est inversible si, et seulement si tous ses éléments diagonaux sont non nuls.

Si D = diag(A1,- -+, A\n) avec \; # 0 pour tout i € [1,n[, alors D™! = diag ()\1_1, e ,/\T_Ll).

Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

De plus, l'inverse d’'une matrice triangulaire est une matrice triangulaire.
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2 Systémes linéaires

2.1 Définitions

Définition 11
On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues (z1, 22, ,2p) € KP un systéme de

la forme
1171 + a12T2 + - - - + a1pTp = by
a1 1 + a2 + - - - + agpxy = b

Ap1x1 + Ap2T2 + -+ + GppTp = by,

ou les coefficients a;; et b; (1 <i<n,1 <j <p)sont des éléments de K.

Résoudre le systéme .7, c’est chercher 'ensemble des p-uplet (x1, 22, -, x,) qui vérifient toutes les
égalités. Ces p-uplet sont appelés solutions du systéme.

Définition 12
b1

Soient A = (a;j) € My p(K) et B= | 1 | € #,1(K).

bn,
A est appelée la matrice du systéme .¥; B est appelé second membre du systéme.
La matrice notée (A|B) est appelée matrice augmentée du systéme.

Remarque4

T
(21, ,xp) est solution de .7 si, et seulement si AX = B, ou X =

Tp
Cette égalité s’appelle interprétation matricielle de .7.

Définition 13

Si B = 0,1, on dit que le systéme est homogéne.

Etant donné un systéme . d’interprétation matricielle AX = B, le systéme homogéne d’interprétation
matricielle AX = 0,1 est appelé systéme homogéne associé a .7.

Définition 14
Un systéme linéaire est dit de Cramer si la matrice associée est inversible.

Proposition 9
Un systéme de Cramer admet une unique solution donnée par X = A~!B.

Remarque 5
Un systéme de Cramer homogéne admet pour unique solution (0, --- ,0).

2.2 Systémes équivalents

Définition 15

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme, ou d’'une matrice :

e la permutation (ou I’échange) de deux lignes, notée L; <> L;

e le produit d’une ligne par un nombre non nul A € K*, notée L; < \L;

e l'addition a une ligne d’une autre ligne multipliée par un nombre A € K, notée L; < L; + AL;

Remarque 6
On définit de méme des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice.
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Définition 16

Deux systémes . et . sont dits équivalents si 'on passe de I'un & l'autre par une suite finie
d’opérations élémentaires sur les lignes. On note . ~ ..

Deux matrices A et A’ sont dites équivalentes si 'on passe de I'une & I'autre par une suite finie
d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~ A’

Définition 17
On appelle matrice de transposition de .#,(K) toute matrice Pj; de la forme :
P =1,—-E; —E;; + Ej; + Ej;

Proposition 10
V(i,j) € [1,n]* VA € A, ,(K), la matrice P;;A se déduit de A en échangeant les lignes L; et L;

Proposition11
Y(i,5) € |1,n]?, la matrice P;j est inversible, d’'inverse elle méme.

Définition 18
On appelle matrice d’affinité de ., ,(K) toute matrice D;()) de la forme :
DZ()\) =1, + ()\ — 1)Eii7 ou A € K*.

Proposition 12
Vi € |1,n],VA € K*,VA € A4, ,(K) la matrice D;(\)A se déduit de A en multipliant la ligne L; par A

Proposition 13

1
Vi € [1,n], ¥\ € K*, la matrice D;(A) est inversible, d’'inverse D; ()\)
Définition 19

On appelle matrice de transvection de .#,(K) toute matrice T;;(\) de la forme :
Tij(A) =1, + AE;j, ou X € K.
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Proposition 14
V(i,j) € [1,n]* VYA € K,VA € #,,(K), la matrice T;;(\)A se déduit de A en ajoutant a la i-éme ligne
le produit de la j-éme ligne par A (L; <= L; + AL;).

Proposition 15
V(i,7) € [1,n]?* VA € K, la matrice T};()\) est inversible, d’inverse Tj;(—\).

Remarque 7
Toute opération élémentaire sur une matrice correspond a la multiplication & gauche de cette matrice
par une matrice carrée inversible.

Théoréme 1
Deux systémes équivalents ont le méme ensemble de solutions.

2.3 Matrice échelonnée

Définition 20

On appelle matrice échelonnée en lignes toute matrice telle que :

~» Si une ligne est entiérement nulle, les suivantes le sont aussi.

~» Si le premier coefficient non nul d’une ligne est a la j-éme colonne, alors soit la ligne suivante est
nulle, soit son premier coefficient non nul est dans une colonne k telle que k& > j.

On appelle pivot d’une matrice échelonnée le premier coefficient non nul de chaque ligne non entiére-

ment nulle.

On appelle systéme échelonné tout systéme dont la matrice est échelonnée en lignes.

Une matrice échelonnée est dite échelonnée réduite en lignes lorsque tous les pivots sont égaux a

1, et sont les seuls éléments non nuls de leur colonne.

On appelle systéme échelonné réduit tout systéme dont la matrice associée est échelonnée réduite

en lignes.

Exemple 1
(a) Matrices échelonnées, la derniére étant échelonnée réduite :

{20 1 1 -1 37 _\_‘40_2 230 1 10-10p
- 0|2 5 - - ofl1 20

m13 0_]3 0o o) -2
nnn_’:: 0ot 00 4 0 000 0 00 01
000 0 0 0 h o 00 o0) loooo

(b) Matrice non échelonnée :

Théoréme 2
Toute matrice non nulle est équivalente en lignes a une unique matrice échelonnée réduite.

Définition 21
On appelle rang d’une matrice le nombre de pivots de la matrice échelonnée réduite équivalente.
On appelle rang d’un systéme le rang de la matrice associée.

Remarque 8
Le rang d’un systéme ne dépend pas du second membre.
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2.4 Algorithme du pivot de Gauss

On considére un systéme linéaire de n équations a p inconnues.
(1) On se raméne a un systéme équivalent tel que a1 # 0, en permutant éventuellement L; avec une
autre ligne, puis on divise L; (la nouvelle premiére ligne) par a;; (le nouveau premier terme).
(2) Pouri € [2,,n], L; < L; —a;1 L. On élimine ainsi I'inconnue z; dans toutes les équations a partir
de la deuxiéme. On obtient un nouveau systéme, équivalent au premier de la forme :
T1+  aypty + -+ ay,T, = by
aoxg + - -+ + ay,x, = by
Upa®2 + -+ - + Ay = b,

On considére désormais le systéme de n — 1 équations formé par les lignes Lo & L,, et on lui applique
les étapes (1) et (2) précédentes, jusqu’a obtenir un systéme échelonné.

2.5 Ensemble des solutions

On considére un systéme linéaire . de n équations & p inconnues et de rang r.

On se raméne au cas oil le systéme est échelonné et, quitte a changer ’ordre des inconnues, on suppose
que le nombre de 0 qui commencent chaque ligne augmente de 1 a chaque ligne.

On suppose également que chaque pivot vaut 1.

On note A = (a;;) la matrice échelonnée associée au systéme, et B = (b;) la matrice second membre.

251 Sir=n=0p

1+ a2zt -+ Haipxn =b1
. o ot -+ Fagnrn = bo

Le systéme s’écrit :
Ty = bn

Ce systéme est un systéme de Cramer, il posséde une unique solution obtenue en réduisant la matrice
augmentée associée.

252 Sir=n<p

( p
1+ aeTet+ -0 +A1pTn + E ayjrj = by
j=n+1
p
. Tot -0 Ha2pTn + E az;jxj = by
Le systéme s’écrit : j=nt1

p
Ty + g an;T; = by

j=n+1
Ce systéme admet une infinité de solutions.
En réduisant la matrice augmentée associée, on exprime les inconnues 1, - - - , T, appelées inconnues
principales, a 'aide des inconnues z,, 11, - - , T, appelées inconnues non principales ou inconnues

secondaires.

Remarque 9
Le nombre d’inconnues non principales est égal au nombre d’inconnues moins le rang.
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253 Sir=p<mn

r1+ appxet+ -0 HaT, = b

Tat+ o FagTn = by

Le systéme s’écrit : T, = by
0 = bpn

0 = by

Définition 22
Le équations 0 = b; pour i € [|p + 1,n| s’appellent équations de compatibilité.

~» Si b; = 0 pour tout i € [p+ 1,n| alors le systéme admet une unique solution, obtenue en réduisant
la matrice augmentée. On dit que le systéme est compatible.

~> Sinon, le systéme n’admet pas de solution.

254 Sir<petr<mn

P
1+ apret+ -+ tayxy + E ayjr; = b
j=r+1
P
To+ -+ FagTr + E ag;jr; = by
Jj=r+1
Le systéme s’écrit :
P
T+ g arjr; = by
j=r+1
0 = b’r—i—l
0 = by

\

~» Si b; = 0 pour tout ¢ € [r + 1,n|, le systéme admet une infinité de solutions, dont les inconnues
principales z1,- - - , z, s’obtiennent en fonction des inconnues non principales 41, -, x, en rédui-
sant la matrice augmentée. Le systéme est alors compatible.

~> Sinon le systéme n’a pas de solution.

2.5.5 Bilan

Proposition 16

Un systéme linéaire de n équations a p inconnues de rang r admet 0, 1 ou une infinité de solutions.
S’il admet une infinité de solutions, celles-ci dépendent de p — r parameétres (donnés par les inconnues
non principales).

Proposition 17
Un systéme AX = B est compatible si B est combinaison linéaire des colonnes de A.

Proposition 18
L’ensemble des solutions d’un systéme .7 est soit vide, soit de la forme Xg+ .77 ou X est une solution
particuliére du systéme et .7 est ’ensemble des solutions du systéme homogéne associé.
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2.6 Inverse d’une matrice

Proposition 19

Soit A € #,,(K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A€ GL,(K)

(ii) Le systéme AX = 0 n’admet que la solution nulle.

(i) A~1,

(iv) Pour tout B € ), 1(K) le systéme AX = B admet une unique solution.

Inversion d’une matrice par résolution d’un systéme linéaire

Pour inverser une matrice A, on résout le systétme AX =Y ou Y est un vecteur colonne quelconque.
On obtient alors X en fonction de Y sous la forme X = BY', ot B € #,,(K) est I'inverse de A.

Inverse d’une matrice par le pivot de Gauss

D’aprés la proposition précédente, une matrice inversible est équivalente a la matrice I,,. On peut donc
passer de I'une a I'autre en une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes. En faisant les mémes
opérations simultanément sur A et I, on obtient A~! a la place de I,, lorsque l'on a obtenu I,, a la
place de A.
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