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Math. - ES 2 - CORRECTION

EXERCICE 1

On considére I'application u définie sur R? par
u((x,y,2)) = (3y — 22; —6x + 9y — 4z; —6x + 6y — 2)

Onpose:p=3Ids—u, ¢g=u—2Id3, F =ZKer(p), et G =ZKer(q)
ot Ids désigne Papplication identité de R3.

la. Montrer que u est un endomorphisme de R? et qu’il vérifie
u? —5u+61d3 =0
On a clairement, V (X, (a,b,¢), (z,y,2)) € Rx (R3)2 ,u(Na, b, ) + (x,y, 2)) = Au((a; b; ¢))+u((z,y, 2)).

De plus, ¥(x,y,2) € R® u(u(z,y, 2))) = u ((3y — 22; —6x + 9y — 42; —6z + 6y — 2)) = (a;b; ¢)

ot : a=3(—6zx+ 9y —4z) — 2(—6x + 6y — z) = —6x + 15y — 10z,

Ub=—6(3y —22) +9(—6zx 4 9y — 42) — 4(—6x + 6y — 2) = —30x + 39y + 20z

et ¢ = —6(3y — 2z) + 6(—6x + 9y — 4z) — (—6x + 6y — z) = —30z + 30y — 112

On obtient V(z,y, z) € R3 :

w(u((z,y, 2)))—du((x,y,2))+6(x,y, 2) = (a; b; ¢)+ (62 —15y+10z; 302 — 39y —20z; 302 —30y+112) =
(0,0,0)

On a donc bien u* —5u+61d3 =0

b. En déduire que u est un automorphisme de R?, et expliciter v~ ((x,y, 2)).
La question précédente donne : u o <(15(5Id3 - u)) = Id3
donc u € Aut(R?) et V(x,y,2) € R :
ut((z,y,2)) = é ((bzx, by, b5z) — (3y — 22; —6x + 9y — 4z; —6x + 6y — 2)) =

g ! +1 2 +2 +
- — = —2r— = —20 — z
6 23/ 3% 3?/ 3% Y
2a. Montrer que

uoq:qou:Sq et qu:pOU:2p

On remarque tout d’abord que p et ¢ étant des combinaisons linéaires de puissances de u elles
commutent avec u. En utilisant le résultat de la question 1.a, on a :

uwoq=uo (u—2Id3) = u? — 2u = 5u — 6Id3 — 2u = 3u — 6Ids =3¢ = qou

uwop=uo (3ld3 —u) = 3u —u? = 3u — Hu + 6Id3 = —2u + 6Id3 =2p =pou

b. En déduire que
VneN, u"=3"q+2"p

Pour n € N, on note H,, : u" = 3"¢ +2"p

> p+ q = Ids donc Hy est vérifiée.

> Soit n € N; on suppose H,, vérifiée. On a, par linéarité de u :
unJrl —uou™ =uo (gnq + 2np) =30 q+ 2"uop _ 3”(3(]) + 2”(2]?) — 3n+1q+ 2n+1p
Ainsi Hy, 1 est vérifiée.

Par principe de récurrence, H,, est vérifiée pour tout n € N.
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C.

3a.

Vérifier que cette relation est aussi vraie pour n = —1. En déduire que
VneZ, u"=3"q¢+2"

Pour n € N*, on note H, : u™ " =3"q+2 "p .

1 1 1
> D’aprés la question 1.b, on a : u™! = EIdg —gu= g(u —2Id3) + 5(3Id3 — u) donc la propriété
H], est vraie pour n = 1 (et la propriété H, est donc vraie pour n = —1).

> Soit n € N*. On suppose H,, vraie.

1 1
On a : uoq = 3q donc gq:u_loqet uop = 2p donc ipzu_lop7 d’ot :
1 1
uw D =y loy™ = u o (37"g+27"p) =3 "ulog+27"u lop =37" <3q> +27" <2p> -

37(n+1)q + 27(n+1)p

Ainsi H), |, est vérifice
Par principe de récurrence, H,’l est vérifiée pour tout n € N* et par suite, H,, est vérifiée pour tout
n € 7.

Montrer que F est un plan vectoriel, que G est une droite vectorielle et que R? = F & G.

(r,y,2) € F & (3y — 22, —6x + 9y — 4z; —6x + 6y — 2z) = (32,3y,32) © 3x —3y +22=0
On a donc F' = Vect {(1,1,0),(—2,0,3)};
20 =3y +22=0
(r,y,2) € G & (3y — 22; —6x + 9y — 4z; —6x + 6y — 2) = (22,2y,22) & 62 —Ty+42=0
6r — 6y +32=0
{ 2r —3y+22=0
<~

y—z=20
On a donc G = Vect {(1,2,2)}
1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
1 0 2|~10 2 1]~(0 2 1 matrice de rang 3.
0 3 2 0 3 2 0 0 1

Les vecteurs des bases de F' et GG réunis forment donc une famille libre de cardinal 3, on en déduit
que F & G =R3.

Montrer que p et ¢ sont des projecteurs et que poq=gqgop =20

On a:pop=9Ids — 6u+ u? = 9Ids — 6u + 5u — 6Id3 = 3Id3 — u = p;
qoq=4Ids — 4u + u® = 4Id3 — 4u + 5u — 6Ids = u — 2Id3 = q.

On en déduit que p et ¢ sont des projecteurs.

De plus, p et ¢ étant des combinaisons linéaires de puissances de u ils commutent, et on a :
poq=—6Ids + 5u — u® = —6Id3 + 5u — 5u + 6Idz = 0.

Montrer que p est la projection sur G parallélement & F' et que ¢ est la projection sur F' parallélement
ad.

On sait que p est la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p) et que Im(p) @ Ker(p) = R? .
Comme gop = 0, on en déduit que Im(p) C Ker(q). De plus, F et G étant supplémentaires, de méme
que F et Im(p) on en déduit que dim(G) = dim(Im(p)) et par suite que Im(p) = G.

On démontre de méme que ¢ est la projection sur F' parallélement a G.



4. On considére trois suites (z,,), (yn) et (2zy) vérifiant pour tout n € N :

Tpt1 = 3Yn — 22p
Ynt+1 = —62, + Yy, — 42y,
Zpt1 = —6x, + 6y, — 25

avec xo, Yo et zg dans R. Exprimer z,,y, et z, en fonction de xq, yo, 20 et n, pour tout n € N.

Ty 0 3 -2
On note, pourn e N, X, = |y, | et A=1—-6 9 —4|.OnapourneN, X, 1 =AX,.
Zn —6 6 -1

On remarque de A est la matrice de u dans la base canonique, donc pour n € N, A" est la matrice de
u" dans la base canonique.
Une récurrence immeédiate donne pour tout n € N, X, = A" Xj.
D’aprés la question 2.b, on a A" = 3"(A — 2I3) 4+ 2" (A — 2I3) donc on obtient :
—2x3"+3x2" 3x3"—-3x2" —2x3"4+2x2" 0
X,=|-6x3"+6x2" 7Tx3"—-6x2" —4x3"+4x2" Yo
—6x3"+6x2" 6x3"—6x2" —3x3"4+4x2" 20
Ty = (=2 x 3" +3 x 2M)wg + (3" — 3 x 2™M)yo 4 (—2 x 3" 4+ 2" 1) g
Finalement, pourn € N, { g, = (=2 x 3" +3 x 2" ) zg + (7 x 3" — 3 x 2" )y + (—4 x 3" + 2" %)z,
P (_2 % 3n+1)$0 + (3 % 2n+1)y0 + (2 % 3n+1 —3x 2n+1)y0 + (_3n+1 + 2n+2)ZO

EXERCICE 2

On se place dans C[X], et on note
A=X*~-1 e B=X'-X

On note f I'application qui & un polynéme P de Cs3[X] associe le reste de la division euclidienne de
AP par B.

1. Montrer que f est un endomorphisme de Cs[X].

Par définition de la division euclidienne de deux polynémes, on a le degré du reste strictement inférieur
au degré du diviseur. On a donc deg(f(P)) < deg(B) donc f est a valeurs dans C3[X].

De plus, V(\, P,Q) € C x (C3[X]2, on note AP = BQ1 + Ry et AQ = BQ2 + Ry avec deg(R;) < 3 et
deg(R2) < 3 les divisions euclidiennes de AP et AQ par B.

On a: AAP+ Q) = B(AQ1 + Q2) + AR + Ry avec deg(AR; + Rg) < max(deg(ARy),deg(R2)) < 3.
Par unicité de la division euclidienne, on en déduit que f(AP + Q) = AR1 + R2 = Af(P) + f(Q) donc
que f est linéaire.

Finalement, on a bien f € Z(Cs[X]).

2. Déterminer le noyau de f.

P € Ker(f) si, et seulement si le reste de la division euclidienne de AP par B est nul donc si B divise
AP.

0 et 1 sont des racines évidentes de B, et on obtient directement dans R[X] la factorisation

B = X(X — 1)(X%2 + X +1); les racines de A sont les racines quatriémes de I'unité et on obtient
directement dans R[X] la factorisation A = (X —1)(X + 1)(X2 4+ 1). On a donc :

PeKer(f) ©3IQeC3[X],( X -~ D)X + D)X+ )P =X X - )X+ X +1)Q

SIQeCX,( X+ D)X+ 1)P=X(X*+X+1)Q & NecC,P=XX(X?*+X+1)
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car —1,i et —i ne sont pas des racines de X(X? 4+ X + 1) donc ce sont des racines de Q et P est de
degré au plus 3.
On en déduit que Ker(f) = Vect{ X3 + X% + X}.

3. Quelle est la dimension de Im(f) ? Montrer que Im(f) = (X — 1)Cy[X].

Le théoréme du rang donne dim(Im(f)) =4 —1=3.

Deplus f(X) =X -1, f(X)=X?-X=X(X-1),f(X})=X3-X?=X}(X-1);

ces polynomes formant une famille de polynémes de Im( f) échelonnée en degrés et de cardinal 3, ils en
constituent donc une base. Ainsi tout vecteur de Im(f) en est une combinaison linéaire et donc s’écrit
sous la forme (X — 1)(a 4 bX + ¢X?) ce qui donne le résultat attendu.

4. Déterminer les quatre racines 21, 23, 23 et z4 de B.

12

. j2m . _j2m
Les racines de B sont 21 = 0,29 = 1,23 =¢'3 =jet zg=¢ '3 =].

5. Montrer qu’en posant Py = pour k € [1,4], la famille (Py, Py, P, Py) est une base de C3[X].

X — z
Soit (A1, Ao, Az, \g) € CL
MNP+ 2Py + A \sP3+ M\ Py =0=Vne€ I]l,4[|, )\1P1(Zn) + )\2P2(Zn) + /\3P3(Zn) + )\4P4(Zn) =0
Pour n € [1,4], z,, est racine de Py si et seulement si n # k, on a donc Vn € [1,4[,\, = 0.
Ainsi la famille est libre, de cardinal 4, c’est donc une base de C3[X].

6. Montrer que f(P;) = (zx — 1) Py, et en déduire la matrice de f dans la base (Py, Py, P3, Py).

Ona A= B+ X — 1donc pour k € |1,4], AP, = BP, + X P, — Py et (X — z;) P, = B.

On en déduit que AP, = BP, + B+ z. P, — P, = (Pk + I)B + (Zk — 1)Pk

avec 2z, — 1 = 0si k = 2 et deg((z —1)P) < deg(Pxr) < deg(B) sinon; c’est donc la division
euclidienne de APy, par B et on a f(Py) = (2, — 1) Py.

On en déduit la matrice de f dans la base (Py, Ps, P3, Py) :

-1 0 0 0

0 0 0 0
Inat(Pl,PQ,R;,P4) (f) = 0 0 ,] -1 0

00 0 j-1

EXERCICE 3

On se place dans I'espace muni d’un repére orthonormé direct.
On considére la droite 2 admettant pour représentation paramétrique :

r=4+2t
y=3+t
z=1+t

On note H le projeté orthogonal de O, centre du repére, sur 2.

la. Expliciter la distance d(t) du point O au point M (t) de & de paramétre ¢ .

Vi ER, dt)=+/(4+2t)2+ (B +1)2+ (1+1t)2 = /612 + 24t + 26.



2a.

Déterminer la valeur de t pour laquelle la distance précédente est minimale. On la note .
A quoi correspond le point M (tyg) de & ainsi déterminé ?

La distance est minimale lorsque 6t + 24¢ + 26 est minimal, ¢’est-a-dire pour ¢ tel que 12t 424 = 0,
soit tg = —2. M (—2) est le point H.

Montrer que le plan & d’équation x — 2z — 2 = 0 contient la droite 2.

Vi € R, (44 2t) —2(1 +t) =2 donc les coordonnées des points de Z vérifient ’équation de &
don ¥ C Z.

Déterminer une équation cartésienne du plan &% contenant & et perpendiculaire a .
On rappelle que deuz plans sont perpendiculaires si les vecteurs normauz de 'un sont orthogonaux
aux vecteurs normaux de 'autre.

On note 2 = S + Vect(w) ot S est le point de coordonnées (4;3;1) et @ le vecteur de coordonnées
(2;1;1).

Le plan Z contenant 2, il passe par le point S et admet le vecteur @ pour vecteur directeur.
Comme il est perpendiculaire & 2 le vecteur 7 de coordonnées (1;0; —2) normal & & est un vecteur
directeur de Z.

U et T n'étant clairement pas colinéaires, le plan % admet pour vecteur normal le vecteur AT
qui a pour coordonnées (—2;5; —1).

Finalement, # admet pour équation cartésienne —2(z —4) + 5(y —3) — (¢ — 1) = 0 soit encore :
20 =5y +2+6=0.

Calculer les distances de O & & et de O A Z.

=2 2 B 6] 6
d0,2) = - = d«x%y_¢?:371p}_%ﬁ.

V12422 B

On note A et A’ les projetés orthogonaux de O sur & et Z respectivement.
Justifier que les points O, A, A" et H sont coplanaires et donner la nature du quadrilatére OAHA’.

— —
Par construction, le vecteur & précédemment donné (qui dirige 2) est orthogonal 4 OA, a OA’ et
a OHH . On en déduit que les points O, A, A’ et H sont dans un plan orthogonal a 2.
De plus, (OA) est orthogonale & & donc a (AH) et (OA’) est orthogonale & #Z donc a (A'H). On
en déduit que le quadrilatére OAH A" est un rectangle.

3. Calculer la distance de O & Z des trois fagons suivantes :

a.

en utilisant la forgle de la distance d’un point & une droite figurant dans le cours;
10.9) TAOAl VP (0P T (202 _ s
’ I V2141 '

en utilisant la question 1
Le point H est M(—2); il a pour coordonnées (0,1, —1); on a : d(0,2) = OH = V2.

en utilisant la question 2.
Dans le rectangle OAH A’, le théoréme de Pythagore donne :

1(0,9) = OH = VOA? + 0A2 = \[d(0, 2)* + d(0,%)" = V2.
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PROBLEME

On s’intéresse a la fonction zéta de Riemann, une fonction définie par la relation suivante :

—+o00 n

1 1

Va €1, +oof,  ((a) = annETWE:@
n=1 k=1

La premiére partie contient des résultats qui seront exploités dans les deux autres.

Dans la deuxiéme partie, on prouve l'existence de ((a) puis dans la suivante, on montre que :

+o00 1 7'('2
2 = _— = —
C( ) Z n2 6
n=1
Partie I : résultats préliminaires
1. | Trigonométrie
Soient a,b dans R. Déterminer la partie imaginaire de e% de deux fagons, puis montrer que

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
En déduire que .
sin(a) cos(b) = B (sin(a + b) + sin(a — b))
e%!® = (cos(a) + isin(a)) (cos(b) + isin(b)) donc Im (ei“eib> = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b).

De plus, ¢%* = ¢/®**) donc Im (eiaeib = sin(a + b).

On en déduit la premiére égalité, par unicité de la partie imaginaire d’'un nombre complexe.

De celle-ci on obtient : sin(a — b) = sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b),
puis par somme : sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b) d’ou la deuxiéme égalité.

2. | Arc moitie |

Pour 0 € R, écrire € — 1 et €' + 1 sous la forme pel® avec p,a € R.

i0 i (18 i i¢ 4
e +1:e2(e2+e 2)2622COS 3

. o . . 9 A
ot elf —1=ci (01g - e_lg) — ¢i%2igin <2> = 2sin <2> cl(%%)

3. ‘Méthode des rectangles‘

Soit f une fonction continue et décroissante sur [1, +oo[. Montrer que :

k+1
VkeN, f(k+1)< /k F(Hat < £(k)

et en déduire, a I’aide d’une intégrale de f, un encadrement de

k=1
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f étant une fonction décroissante, pour k € N* et Vt € [k, k+ 1], f(k+ 1) < f(t) < f(k) donc, par
k+1

croissance de l'intégrale : f(k+1) < / f)de < f(k).
k

En sommant membres & membres, et en appliquant la relation de Chasles, on obtient pour n € N* :
n—1

ka+1 /f t<Zf

Un changement d’indice dans la premiére somme permet d’obtenir : S,, — f(1 / f()dt < S, —f(n)
puis :

/nf(t)dt+f(n) < S, < /nf(t)dt+f(1)
1 1

. ‘Lemme de Riemann—Lebesgue‘

Soit f € €' ([a,b],R), avec a < b, et \ € R’ . Démontrer que :

Dot < 1 (15l + o)+ [ 7o)

et en déduire que :

lim / " F(t)sin(\)dt = 0

A—=+o0 Jq
cos(At)
A

f étant de classe €' sur [a,b] de méme que la fonction t — — le théoréme d’intégration par

parties donne :

/abf(t) sin(At)dt = [ COS /\t } / 1t COS t % (f(a) cos(Aa) — f(b) cos(Ab) + /ab f'(t) cos(At)dt).

On a donc :

b
t) sin(/\t)dt‘ < 3 <|f(a) cos(Aa)| + | f(b) cos(Ab)] +/ ‘f’(t) cos()\t)‘ dt)
b
osn < (171 + 1701+ [ 7o)

M

puis, en majorant le cosinus par 1 :

b

M
On a lim — =0 donc le théoréme d’encadrement donne lim f(t) sin(At)dt = 0.
A—+oo A A—=+o0 Jq

Partie II : existence de ((2)

1
Soit & > 1. On souhaite montrer que g — converge. On pose S, = E Ta
n
k=1

. Montrer que :
Vn € N*,

T a-—1

1
Pour o > 1, la fonction ¢ — —— est continue et décroissante sur [1, +oo[ donc d’aprés la méthode des

rectangles, on a pour n € N* :
n

S</1+1— ! PR
")t C (I—-a)nel  a—1 “a-1
—_————
<0

1 1
2. En déduire que Z — converge, et que sa somme notée ¢ () est dans [ T @ 1] .
n a—1"a-—



S, est la somme partielle d’une série positive, et elle est majorée donc la série converge et sa somme
Q

est majorée par

a—1
. , "1 1 o1 1 1
La méthode des rectangles donne également : t—adt—i— — <5, dou — —+— <5
1 n

I

< lim §5,.

a—1 "7 n—=too
Finalement, on a bien la convergence de la série et ’encadrement de sa somme.

Ainsi, par passage a la limite, on obtient :

Partie III : un calcul de ((2)

la. Pour n € N*, calculer :
™ s
/ t cos(nt)dt et / t2 cos(nt)dt
0 0

On pourra intégrer par parties.

sin(nt) ot s _cos(nt)

n n

Les fonctions ¢t — ¢, +— t,t sont de classe € sur [0, 7] donc le théoréme

d’intégration par parties donne :

/Oﬂtcos(nt)dt = {Sin(”t)t]” 1/ sin(nt)dt = nlz jcos(ne))s = =" 1 (—1)” —1

n n?

/ t? cos(nt)dt = [sm (nt) } — tsln(nt )t = —— [ cos(n ] +/ cos(nt)dt> =
0 n nJo

2m n 2 2m

ﬁ(—l) 3 [sin(nt)]§ = ﬁ(

b. Trouver alors deux réels a et b tels que :

Vn € N*, / (at® 4 bt) cos(nt)dt = —
0

=—etb=-1
a=g_e

2. Soient n € N*,t € R et
t) = Z cos(kt)
k=1

Montrer que pour t € R\ 277Z :
1 sin (2%t
B C)
2 2 sin (5)

Pour t € R\ 27Z, on a el £ 1 d’ow, en utilisant le résultat 1.2, pour n € N*

= Re ieikt = Re <eit1 — e@) = Re etw = cos <n - 1t> si.n (%)
=1 1—et sin (§) e'2 2 sin (5)

~+

t
2
: 2n+1 o i : 2n+1
d’ot, en utilisant 1.2 : C,,(t) = sin ( ;sii) (t)sm (2) = —% + Slgs(m?t)t)
2 2

3. En déduire que :

. w1 72 4 . [(2n+1
Vn € N¥, ;EZF—%/O <p(t)s1n( 5 t)dt

ol ¢ est une fonction définie et continue sur [0, 7] que 'on précisera.



D’aprés la question IIT1.1.b et par linéarité de I'intégrale on a, pour n € N*

é]; = zn: (/07r (; - t) cos(k:t)dt) = ;/OW (;; - t) C,(t)dt

k=1
1 sin (Mt) sin (2”2—+1t) Z”Q—Ht

D’aprés la question II1.2., pour t €|0, 7|, C,(t) = — = + 2 avec ~ ,
pres e P 0.7 Cnlt) = =5+ S (D) 2sin (L) 50 2L
: 2n+1 : 2n+1
sin (=51 1 1 sin t

ainsi lim (7%) =n+ - donc lim | —= + (7215) = Cp(0).

t—0 2sin (5) 2 t—0 2 2sin (5)
Onn a donc : -

1 L[/t L[/t sin (254t
S (2 s [ (£ i,
— k 2 Jo 371' 2 Jo \27 sin (5)

% Jo e(t) sin(%t)dt
1 t?
— | = =1 sit#0
avec ¢(t) = ¢ 2sin (§) (27r ) it
-1 sit=0
Par les théorémes généraux, ¢ est continue sur |0, 7| et comme sin(t) o t on a o(t) ot —1 donc ¢
— —
est continue en 0.
. Montrer que la fonction ¢ est de classe € sur [0, 7).
Par les théorémes généraux, la fonction ¢ est de classe € sur |0, 7).
t o (L 1 (2 L
) 1(;*1)“(5)*5(%*’5)‘?03(5) )
De plus, pour ¢ €]0, 7], ¢'(t) = = 571 , d’ou :
2 sin (5)
t ¢ 2 1 (2
o = LED G o) —L(E-t)aro®) g2tz o
=0 2 (L + O(t))Q t—0 2 L (1+0(1)) =0 27

On déduit du théoréme de la limite de la dérivée que ¢ est de classe €' sur [0, 7).

. Conclure.

™

Le lemme de Riemann-Lebesgue donne lim ©(t) sin (
n—-+00 0

1
t) dt = 0 et par suite

"1 2
D 5=



