St. Joseph/ICAM Toulouse CBI1 - 2016-2017 - Correction

CB 1 - INTEGRALES GENERALISEES - SUJET 1

Dans tous les exercices, on notera f la fonction intégrée. Dans tous les cas, f est continue par morceaux
sur l'intervalle I précisé, donc localement intégrable sur I.

1. Donner la nature des intégrales suivantes :
tooq 1 . .1 T
a. —tan [ — ) dx I = [1;4+00], f est positive sur I (on a bien — € [O; 5 [ pour z € I).
1 x x

1 oo
En +o00: f(z) ~ o2 donc par comparaison & une intégrale de référence, / f(z)dx
1

“+oo
converge.
3 dax T
b. / — 1= }0; 5], f est positive sur .
o sin“x

1 2
Eno0: f(x) Yo donc par comparaison & une intégrale de référence, / f(z)dx diverge.
€T 0

e 1
c. / — In (1 + —) dz I =]0; 4+00[, f est positive sur I.
0o VT x

2 1 2
EnQ: 23 f(z) v —In(x)xs donc, par croissances comparées, lirr%] x3 f(x) = 0 et par suite,
T—>

wns| T

1
f(x) = o9 <) ; par comparaison a une intégrale de référence, / f(z)dz converge.
X 0

En +o00: f(z) ~

+oo
, donc par comparaison a une intégrale de référence, / f(x)dz
+o0 1

8
Ol

converge.

+o0
En conclusion, / f(x)dz converge.
0

L(—1)E) -
d. /Oﬁdx I =]0:1]

1 1
EnO: |f(z)] v donc par comparaison a une intégrale de référence, / | f(x)|dx converge,
0

Vv
1
donc / f(x)dz converge.
0
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2. Aprés en avoir justifié 'existence, calculer les intégrales suivantes :

+oo g
a. / — I = [0; +o0], f positive sur I.
0 chx

+oo
En 400 : f(z) o 2e” %, donc par comparaison a une intégrale de référence, / f(z)dz
o0
0

converge.

On effectue le changement de variable ¢ = e®, et on obtient :

2

400 400 e -
/O f(z)dz = /1 Wdt = [2Arctan t]>° = 5

o0 Ing .
b. —dx I = [1;+o0], f positive sur I.
1 T
3 1
En 400 : Par croissances comparées, lim 2 f(z) =0 donc f(z) = 040 <> ;
x

—+00

+oo
par comparaison a une intégrale de référence, / f(x)dz converge.
1

On effectue une intégration par parties avec :

-1
u(z) = Inz,v(z) = —, de classe O, lim wu(x)v(z) = 0 (par croissances comparées),
X T—+00
+o00 -1 400 400 d 1 +00
et on obtient : / f(x)dz = [ nx} +/ —f = [} = 1.
1 xr 1 1 T T |q
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CB 1 - INTEGRALES GENERALISEES - SUJET 2

Dans tous les exercices, on notera f la fonction intégrée. Dans tous les cas, f est continue par morceaux
sur l'intervalle I précisé, donc localement intégrable sur I.

1. Donner la nature des intégrales suivantes :

+o0 1
a. / \/1—cos —dx I =]0; +00[, f est positive sur I.
0 x

1
En 0: 0 < f(z) < V2 donc, par domination, / f(z)dx converge.
0

1
+AC->‘O \/§x2

En 400 : f(z)

converge.

+oo
donc, par comparaison & une intégrale de référence, / f(x)dz
1

+o0o
En conclusion, / f(x)dz converge.
0

'In(1 -
b. / udx I =]0;1], f est négative sur I.
0 x

1
3
EnO: liII(l] f(x) = —1, donc par prolongement par continuité, / f(x)dz converge.
T— 0

Enl: f(x) Y In(1—x); la fonction In est intégrable en 0, donc, par changement de variable

1 1

(t=1—2x) / In(1 — x)dz converge, et par comparaison, / f(x)dz converge.
1 1
2

2

1
En conclusion, / f(x)dz converge.
0

id
. /04 ﬁ I = }0; %}, f est positive sur I.

1 1
En0Q: f(z) et donc par comparaison & une intégrale de référence, /0 f(z)dz diverge.

+o0
d. / (=1)E® sin %dx I =[1;400]
1

1 e
En +oo : |f(2)] 3 ogopar comparaison & une intégrale de référence, / | f(x)|dz converge,
0 X 1

+oo
donc / f(z)dx converge.
1
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2. Aprés en avoir justifié 'existence, calculer les intégrales suivantes :

oo q 1
a. / —e wd I =]0; +o0[, f est positive sur I.
0 X

EnoO: hH(l) f(z) = 0 (croissances comparées) donc f se prolonge par continuité en 0;
T—

1
/ f(x)dz converge.
0

1 . . oo
En +00 : f(z) fod R donc par comparaison & une intégrale de référence, f(z)dx
—_— o T 1

converge.

+oo
En conclusion / f(z)dx converge.
0

“+o0o
En utilisant une primitive on a : / flx)dz = [e m] =1
0

+oo
b. / e Vidz I = [0;+o0], f positive sur I.
0

En 400 : Par croissances comparées, lim z?f(z) =0, donc f(z) = 0400 <2> :
_ T—+00 €T

+oo
par comparaison a une intégrale de référence, / f(x)dz converge.
1

+00 +0o0
On effectue le changement de variable ¢ = /7, on obtient : / flx)dz = / 2tetdt;
0 0
on effectue une intégration par parties, avec :

u(t) = t,v(t) = =2, de classe C', lim (u(t)v(t)) = 0 (par croissances comparées),

li
t—-+o0

+oo +oo i +oo
et on obtient : / f(z)dx = / 2te”tdt = [—Zte_t}o ®+ / 2¢fdt = 2.
0 0 0
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