St. Joseph/ICAM Toulouse CB9 - 2020-2021 - Correction

CB N°9 - CONIQUES - COURBES PARAMETREES - SUJET 1

1. Donner la nature des coniques suivantes et les représenter dans un repére orthonormé.

a. 322 +3y 44y —20—-1=0

. 3 2 T
801entS:<2 3>,L:(—2 0),etX:(y>.

L’équation de la conique dans le repére (O, i, j) sécrit : 'XSX +LX —1=0.
La matrice S a pour déterminant 5, la conique est donc du type ellipse.
Les valeurs propres de S sont 1 et 5.

E; = Vect {(1,—-1)}.

2 2 T2

2 2 2 /2
On note 4 et U les vecteurs de coordonnées respectives (f, —\f> et ({ f),
P la matrice de passage de la base (;, 5) a la base (u,7), et X; = <x1> = 'PX.
L’équation devient :

tXl <(1] g)Xl—‘rLPXl—l—O

c’est-a-dire que I’équation de Dellipse dans le repére (O, w, ¥) est : x% + 5y% —V2z1 —V2y; —1 =0,

ce qui s’écrit également :
2 2
1T N770) T

V2 V2

5 10) dans le repére (O, u,7), 'équation de la

Ainsi, en notant € le point de coordonnées <

conique dans le repére (2, , V) est :

2 2v/2
Dans le repére (92, 4, ), les sommets de 'ellipse ont pour coordonnées i2\/;, 0) et (0, i{) :

. 3 2
Par ailleurs, les coordonnées de €2 dans le repére <0, i, j) sont (5, —5>.

On obtient la courbe suivante :
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b. 92% — 24ay + 163> 4+ 10z — 55y + 50 = 0

: 9 —12 x
Soient S = (_12 16 ) , L= (10 —55), et X = (y)

L’équation de la conique dans le repére (O, i, j) s'écrit : 'XSX + LX + 50 = 0.
La matrice S a pour déterminant 0, la conique est donc du type parabole.
0 étant une valeur propre de S, I'autre valeur propre est tr(S), c’est-a-dire 25.

N 4
Un vecteur propre associé a la valeur propre 0, est 3
L i ) 4 3 3 4
On note @ et U les vecteurs de coordonnées respectives B et | —=, =),

P la matrice de passage de la base (Z, ;) a la base (u,7), et X; = <a:1> = 'PX.
L’équation devient :

0 O
t 2] _
Xl( 25)X1—|—L X1+50=0

c’est-a-dire que 1’équation de la parabole dans le repére (O, i, %) est : 25y7 — 2521 — 50y; + 50 = 0,
ce qui s’écrit également
(1 —1)% = (z1 - 1)

On en déduit que le sommet S de la parabole a pour coordonnées (1, 1), dans le repeére (O, i, V), et
que ’équation réduite de la parabole dans le repére (S, @, ¥) est

Y2=X

On obtient la courbe suivante :

Spé PT B Page 2 sur 6



St. Joseph/ICAM Toulouse CB9 - 2020-2021 - Correction

2. Etudier et tracer la courbe admettant pour représentation paramétrique :

2
x(t) =
t2_1 ) tGR\{—l,l}
() = t“+1
W=
t(t — 2
2 (t) = 7( 1 g
On a : (t B A t) . On en déduit le tableau de variations suivant :
(4} —
N CESTE
-0 -1 0 1 2 +o0
x(@) + + - +
. N __,__,__F-:l"z‘fﬂ \ N +co \\“i /+m
¥ () + + - - -
(el -1 o0
¥ . o T T,

On a une tangente verticale au point de paramétre 2 et un point singulier au point de paramétre 0.
x(t) o —t2 — 2 + o(t?) et y(t) o —1 —2t% + 0(t®) ; on en déduit que l'on a un rebroussement de
— —

premiére espéce au point de paramétre 0, la tangente étant dirigée par le vecteur 71(—1, —2).

Etude des branches infinies :
En +oo, on a un asymptote d’équation y = 1.

En —1, on a une asymptote d’équation x = 5
3 , . 3
En1: COS 1, et y—x ~ ——; on en déduit que 'on a une asymptote d’équation y = x — =
T t—1 t—1 2 2

Finalement, on obtient la courbe suivante :
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CB N°9 - CONIQUES - COURBES PARAMETREES - SUJET 2

1. Donner la nature des coniques suivantes et les représenter dans un repére orthonormé.
a. 22 +4y> —dzy—6vVBz+3=0

. 1 -2 T
801entS:<_2 4>,L:(—6\/5 O),etX:<y).

L’équation de la conique dans le repére (O, i, j) sécrit : XSX +LX +3=0.
La matrice S a pour déterminant 0, la conique est donc du type parabole.
0 étant une valeur propre de S, 'autre valeur propre est tr(S), c’est-a-dire 5.

: 2
Un vecteur propre associé a la valeur propre 0, est ( 1).

On note @ et ¥ les vecteurs de coordonné . (2 1)t<12>
I note uw et v 1es vecteurs de coordonnees respectives —, = € -, = |,
: V5 V5 V5 V5

P la matrice de passage de la base (Z, j) a la base (,7), et X1 = <§1> = 'PX.
1
L’équation devient :

X, (8 (5)> X, +LPX,+3=0

c’est-a-dire que I’équation de la parabole dans le repére (O, i, ¥) est : 5y% — 1221 +6y; +3 =0,
ce qui s’écrit également :
5 + 3)’ 12 !
2) = 71— —
Y1 5 1 10
3

1
On en déduit que le sommet S de la parabole a pour coordonnées (10, —5> , dans le repére (O, @, ¥),
et que I’équation réduite de la parabole dans le repére (S, i, V) est
12

G
5

On obtient la courbe suivante :

»
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b. 322 —10zy +3y*> — 4z — 4y =0

. 3 -5 T
801entS:<_5 3>,L:(—4 —4),etX:<y>.

L’équation de la conique dans le repére (O, i, ]) s'écrit : 'XSX 4+ LX = 0.
La matrice S a pour déterminant —16 < 0, la conique est donc du type hyperbole.

Les valeurs propres de S sont —2 et 8.
E_5 = Vect{(1,1)}.

V2 v2) V22
22 |\ T2 )

On note 4 et U les vecteurs de coordonnées respectives <

P la matrice de passage de la base (Z, 5) a la base (u, ), et X; = <§1> = 'PX.
1

L’équation devient :

ty, (_02 g) X, + LPX, =0

c’est-a-dire que I’équation de I’hyperbole dans le repére (O, w, V) est : —230% + Sy% — 4221 =0,
ce qui s’écrit également :

2
—2(x1+\f2) Y8y 14=0

Ainsi, en notant {2 le point de coordonnées (—\/5, 0) dans le repére (O, @, ¥), ’équation de la conique

dans le repére (2, @, V) est :

X v
V2" (g)

Dans le repére (€2, @, ), les sommets de I'hyperbole ont pour coordonnées (i\/i, O) et les asymptotes

1
ont pour équations : Y = :|:§X.

Par ailleurs, les coordonnées de €2 dans le repére (O, Z, j) sont (—1,—1).

On obtient la courbe suivante :

Spé PT B Page 5 sur 6



St. Joseph/ICAM Toulouse CB9 - 2020-2021 - Correction

2. Etudier I'arc paramétré suivant, et tracer la courbe correspondante :

t=1  teRr\{1}

, t2(2t — 3)
0=
,t)_t(t—2)
y( _(t—1)2

. On en déduit le tableau de variations suivant :

On a:

-ca 0 1 3/2 2 +o0
x(r) - - - + +
+co +co g ~+oo
x ‘_R‘*“*“i. o \2'/4—-*‘""’4
IX0) * - - - *
+co ay2 +oa
¥ - /' T - ‘_'—“‘“—-k‘__. s T

. : 3 . :
On a une tangente verticale au point de paramétre 5 une tangente horizontale au point de paramétre

2 et un point singulier au point de parameétre 0.

x(t) = —12 4+ o(t3) et y(t)

t— th
espéce au point de parameétre 0, la tangente étant dirigée par le vecteru ?1(0, —1).

—t2 3+ 0(t3) ; on en déduit que 'on a un rebroussement de premiére

Etude des branches infinies :

1
En4oo:? ~ = — 0.On a donc une branche parabolique de direction (Ox).
T t—+oo t t—+oo
En1: ¥ . l,et y —x ~ —1; on en déduit que 'on a une asymptote d’équation y =z — 1
T t—1 t—1

Finalement, on obtient la courbe suivante :
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