CorrecTIiON CC1-S1

- CC1-s1 - - 2017-2018 -
— CORRECTION - ALGEBRE —

Exercice 1

Premiére partie

Soit n € N* et T € C[X] tel que deg(T) = n.
Si P € C[X], on rappelle que la division euclidienne de P(X 2) par 7" donne 'unique couple de polynomes (Q, R)
tel que

P(X*)=QT +R et deg(R) < deg(T)

Soit alors f Iapplication définie par :
VP eC[X], f(P)=Q+XR

avec (Q et R précédemment définis.

1. Montrer que f est un endomorphisme de C[X].

f est clairement une application de C[X] dans C[X].

Soient Py, P» dans C[X], et A € C.

On a - { P(X?) =T + Ry et deg(Ry) < deg(T)
T PAX?) = QoT + Ro et deg(Rz) < deg(T)

(AP, + P2)(X?%) = (AQ1 + Q2)T + (ARy + Ry), et deg(AR; + Ry) < deg(T), ce qui représente la division

euclidienne de A\P; + PQ(X2) par T

On a donc : f()\P] + PQ) = ()\Ql + QQ) + X(/\R1 + RQ) = (/\Ql + XRl) + Q2+ XRy = )\f(Pl) + f(PQ)

f est donc bien un endomorphisme de C[X].

donc :

2. Montrer que C,[X] est stable par f. On note alors f, ’endomorphisme induit.
Soit P € C,[X], alors P(X?) € Cy,[X] et comme P(X?) = QT+ R avec deg(R) < deg(T) et deg(T) = n,
on en déduit que @ € C,,[X] et XR € C,[X]. Enfin, f(P) =Q + XR € C,[X].

3. Dans cette question uniquement, n =2 et 7' = X2,
a. Montrer que la matrice A de f; dans la base canonique de Ca[X] est :

Si P=1,alors P(X?) =0T +1donc Q=0et R=1, puis fo(1) =0+ X.1 = X.
Si P=X,alors P(X?) = X?=1T+0donc Q =1et R=0, puis fo(X) =1+ X.0=1.
Si P=X? alors P(X?) = X*=X%2T +0donc Q = X? et R=0, puis fo(X?) = X?+ X.0 = X2

0 1
Onadonchien A=1{1 0
0 0

_ o O

De maniére générale, si P = a + bX + ¢X? alors P(X?) = a + bX? 4+ cX* = (b + c¢X?)X? + a, donc
Q=b+cX?*et R=a, puis fo(P) =b+cX?*+ X.a=b+aX + cX?.

b. Calculer A%. En déduire que f5 est bijective et donner son application réciproque.
A? =13, donc foo fo = Idc,(x); ainsi fa est bijective, et f2_1 = fo.

c. Préciser la nature de fs, ainsi que ses caractéristiques géométriques.
On sait que fz o fo = Idc,[x], donc f2 est une symétrie.

1 0 1
Ker(A —1I3) = Vect 11,10 et Ker(A4 + I3) = Vect -1
0 1 0

Ainsi, fy est la symétrie par rapport a Vect(1 + X, X?) parallélement a Vect(1 — X).
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Deuxiéme partie

Soit a € C. Dans cette partie, n =3 et T = X> + X? + a.

1. Montrer que la matrice B de f5 dans la base canonique de C3[X] est :

0o 0 -1 —a—1
|1 0 a+1 1+a+a®
0 0 —a —a—1
01 1 2a + 2

On admettra le résultat de la quatriéme colonne.

Si P=1,alors P(X?) =0T +1donc Q=0et R=1, puis f3(1) =0+ X.1 = X.

Si P=X,alors P(X?) = X? =0T+ X?donc Q =0 et R=X?, puis f3(X) =0+ X.X* = X3
Si P = X?, alors P(X?) = X*; la division euclidienne de X* par T donne :

P(X?)=(X -1)T+X?—-aX +adonc Q=X —1et R=X?—aX + a, puis

(X =X-1+X(X?*—aX+a)=X*—aX’+(a+1)X - 1.

Si P = X3, alors P(X?’) = X% la division euclidienne de X° par 7' donne :

PXH=(X?-X?’4+X-a—-1)T+Q2a+1)X?*-aX+a*+adomcQ=X>-X>+X—-—a—1et

R=(2a+1)X? — aX +a* + a, puis

f(X3) = X3 X+ X —a—1+X((2a+1) X2 ~aX +a’+a) = (2a+2)X* —(a+1)X?+(a*+a+1) X —a—1.

0 0 -1 —a—1
On a donc bien B = 1 0 atl lta+a
00 -—a —a—1
0 1 1 2a + 2
2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles 'application f3 n’est pas bijective.
00 -1 —a—1 1 0 a+l l+a+ad? 1 0 atl l+a+d?
|1 0 a+l l+a+a®| [0 1 1 22+2 | [0 1 1 2a + 2
0 0 —a —a—1 0o 0 -1 —a—1 00 -1 —a—1
01 1 2a + 2 00 —-a —-a-1 00 0 a® -1
B est inversible si, et seulement si rg(B) = 4 ce qui équivaut a a ¢ {—1,1}.

Alnsi, f3 est non bijective si, et seulement si a ¢ {—1,1}.

3. Dans cette question uniquement, a = —1.
a. Déterminer une base du noyau puis de 'image de f3.
00 -1 0 1
. 1 0 0 1 0 N 3
Sia=—1,alors B = 00 1 ofc¢ Ker(B) = Vect 0 d’ont Ker(f3) = Vect(1 — X~).
01 1 0 -1

Le théoréme du rang donne dim(Im(f3)) = 3. La premiére et la derniére colonne de B étant identiques,

les trois premiéres colonnes forment une famille libre de vecteurs, et on a :
Im(f3) = Vect(X, X2, —1 + X? + X?).

b. Le noyau et 'image de f3 sont-ils supplémentaires ?
On concaténe une base de Im(f3) et une base de Ker(f3). On obtient la famille

{1-X3 X, X3 —14+X?+X?} dont la matrice dans la base canonique de C3[X] est

S O =
o o= O
— o O O

un trés rapide pivot de Gauss donne cette matrice de rang 4.
On en déduit que le noyau et 'image de f3 sont supplémentaires dans C3[X].

_ = O
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