CorrecTION CC1-S2

- CC1-S2 - - 2017-2018 -
— CORRECTION - ALGEBRE - GEOMETRIE —

Exercice 1

- = =
On se place dans ’espace muni d’un repére orthonormé direct R = (0, 1,7,k )
On note S la surface d’équation
(E): zy+V3x+y)z=0
c’est-a-dire ’ensemble des points de l'espace dont les coordonnées vérifient 1’équation (E).
1. Soit
0 1 V3
A={(1 0 V3
V3 V30
a. Justifier, sans calcul, que A est diagonalisable.
A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans R en base orthonormée.
b. Donner le spectre de A.
Sp(A) = {_17 _27 3}
T X . - 77 . .
c. Montrer qu’il existe un repére orthonormé R, = (O, i1, ]1,k1>, pour lequel les coordonnées sont notées
(z1,y1,21), tel que ’équation de S dans R4 soit :

i+ 29 - 322 =0

D’aprés les questions précédentes, il existe une matrice orthogonale P telle que A = Pdiag(—1, —2,3)'P.
On note (zl , J1, k:l) I'image de la base ( i,7, k) par lisométrie de matrice P dans la base canonique.

Cette nouvelle base est orthonormée.
Si on note (z,y,z) les coordonnées d’un point dans le repére initial, et (z1,y1,21) les coordonnées dans le

T X
nouveau repére, ona: |y | =P |y ], et (T Y z) P = (.7:1 Y1 zl).
Z1 z

(z,y,2) € R? vérifie (E) si, et seulement si :

1 x
(:13 Y z) EA y| =0
z
ce qui équivaut a :
x
(x Yy z) Pdiag(—1,-2,3)'P |y | =0
z

soit encore :
2 2 2 _
1 +2y7 — 321 =0

2. Soit P le plan d’équation

r+y=v2
dans le repére initial R.
— ™
a. Donner la matrice, dans la base canonique, de la rotation r d’axe Vect ( k ) et d’angle 1

— 0

R =mat(r) = 0

SR
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b. On note (7, 7, ?) I'image par r de la base ( i,75,k ) Justifier que cette nouvelle base est orthonormée.

Une rotation est une isométrie. Elle transforme une base orthonormée, en une base orthonormée.

c. On note Ry le repére (O, 7, 7, ?), et (X,Y,Z) les coordonnées dans ce repére.
Déterminer les équations de S et P dans Ro.

V2

T X T(X_Y)
Ona:|y|=R[Y | =]+V2
i 7 7(X+Y)
4

Dans le nouveau repére, 'équation (F) devient :
X?-Y?+2V6XZ =0

celle du plan P devient :
X=1

d. Donner la nature de la courbe C, intersection de S et P.

On se place dans le repére (O, ?, 7, ?)
Dans le plan P, d’équation X = 1, la courbe C a pour équation : Y2 =1+ 2v/6Z. C’est une parabole.

Exercice 2

On considére E = Ry[X], muni du produit scalaire :

1
PQ e B (Plo) = [ POQ@
0
On définit 'application ¢ : ' — E par :
VPeE, ¢(P(X))=P(1-X)

. Montrer que ¢ est un automorphisme orthogonal.

 est clairement linéaire, de E dans F.
1

Pour tout (P, Q) € E?, on a: (¢(P)|p(Q)) = / P(1—-1)Q(1—t)dt.

0
Le changement de variable u = 1 — ¢ donne immeédiatement (¢(P)|p(Q)) = (P|Q).
 est donc un automorphisme orthogonal.

. Montrer que ¢ est une symétrie.
Pour tout P € E,on a: (¢(P)) = ¢(P(1-X)) =P(1—(1—X)) = P. On en déduit que ¢ est une symétrie.
. Donner les éléments caractéristiques de la symétrie ¢, et vérifier qu’elle est orthogonale.

(P=aX?+bX +ceKer(p—1dg)) & (—2aX —2bX +a+b=0).

On en déduit que Ker(¢ —Idg) = Vect{X? — X, 1}.

(P=aX?+bX +ccKer(p+1dg)) & (—2aX +a+b+2c=0).

On en déduit que Ker(yp +Idg) = Vect{2X — 1}.

Ainsi, ¢ est la symétrie par rapport a Vect{X? — X, 1} parallélement a Vect{2X — 1}.
1 1

Ona: (2X —1]X? - X) :/ (2t — 1)(t* —t)dt = 0 et (2X — 1[1) :/ 2t — 1dt = 0.
0 0
On retrouve donc bien que la symétrie est orthogonale.
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Exercice 3
On consideére la courbe paramétrée :

z(t) = sin®(t)
M(t) { y(t) = ?1 + cos(t)) sin(t)

1. Etudier et représenter graphiquement cette courbe dans un repére orthonormé (O, 1,7,k >

On déterminera la nature des points stationnaires, le cas échéant.

Cette courbe paramétrée est de classe C™ sur R.
VteR, t+ 21 € R, et M(t+2m) = M(¢). On obtient donc toute la courbe sur [—

T, 7.
%
vVt € [-m, 7], —t € [-7, 7], et M(—t) et M(t) sont symétriques par rapport a (O, i ) . On trace I'arc correspon-

dant au segment [0, 7], que I'on compléte par symétrie par rapport a (0, 1 )
2/ (t) = 2sin(t) cos(t)

y’(t) — (14 cos(t))(2cos(t) — 1) ° On en déduit le tableau de variations suivant :

On a également M'(t) {

T T
t 0 — — T
3 2
O |0 + + 0 —
1
X / \
0 0
V(D) + 0 - -
33
¥ e \
0 0

On constate que
— M(0) = (0,0) est a tangente verticale,
oo (3 3V3

M(
3 11

est a tangente horizontale,

- M(Z) = (1,1) est & tangente verticale,

— et enfin M(m) = (0,0) est un point stationnaire.
Reste a déterminer la nature du point stationnaire. On peut poser h =t — 7.
z(h + ) = sin®(h) = h?4o(h?)

h—0

On a alors M (h + ) B3 .
y(h+m) = —(1 — cos(h)) sin(h) o +o(h®)
—

On peut conclure que la tangente en M (7) est dirigée par (1,0) et qu’il s’agit d’un point de rebroussement de
premiére espéce. On termine par le tracé ci-aprés.

s ——
2.a. Mountrer que les vecteurs OM(t) et OM (t + 7) sont orthogonaux.
— —

On détermine les coordonnées de OM (t) et OM (t + m), puis OM (t).OM (t + m) = 0 permet de conclure que
OM (t) et OM (t + ) sont orthogonaux.

DN | =

b. Montrer que le milieu I(t) de [M(¢t)M (¢t + )] est sur le cercle € de centre Q ( ,0) et de rayon a préciser.

2
1 1
A partir des coordonnées (X(¢),Y(t)) de I(t), on a Vt € R, <X(t) - 2> +Y(t): = 1

1 1
Donc € est le cercle de centre 2 <2, O) et de rayon 3"

c. Tracer ¢ .placer M(t), et en déduire M (¢t + 7) puis I(¢).

On place M (t) sur la courbe. On déduit M (¢ + 7) par a), puis I(t) par b).
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Exercice 4

On considére la courbe paramétrée :

t) = -

r(t) = 53—

M(t) _%(3t—12)
v =35

. Démontrer qu’au voisinage de 1, cette courbe admet une asymptote 2 que 'on déterminera.

Tout d’abord, }in% lz(t)| = flin} ly(t)| = +o0. Ce qui confirme que la courbe admet une branche infinie au voisi-
t— t—

nage de 1.
On a successivement :

y(t)  (Bt—2)t+1) 2
x(t) 3t2 t—1 3
2 t(t +2) 1
t) ——x(l) = ——F% — =
y(t) ST() 3(t+1) t—1 2
P . 2 1 -
On en déduit que la droite Z : y = 57’ + 3 est asymptote a la courbe % au voisinage de 1.

. Préciser les positions relatives au voisinage de 1.

2 1
On détermine le signe de e(t) = y(t) — §T(t) — 5 au voisinage de 1.
tt+2) 1 (t—-1)(t+3 5
Onae(t):i(—’—)—f:wwi(t_l)_
3(t+1) 2 3t+1) =112

On conclut qu’au voisinage de 1 a droite (resp. a gauche) % est au dessus (resp. en dessous) de Z.
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