CorrecTION CC2-S1

CC1-S1 - - 2017-2018 -
— CORRECTION - ALGEBRE —

Exercice 1

Soient les suites réelles (uy,), (vy) et (wy,) définies par :

Up+1 = Up — Up + wy,
(’LLO,”U(),’LUO) = (1a 1, _1) et Vn € Na Un+1 = —Un +vp +wy

Wpyl = —Up — Vp + 3Wy,
1 -1 1
1. Montrer que la matrice A= | —1 1 1| est diagonalisable, et la diagonaliser.
-1 -1 3

XA = (X —1)(X —2)?; le polynéme caractéristique est scindé.

= Vect{(1,1,1)}, B2 = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}.

dlm (E1) =m(1),dim(E2) = m(2), donc A est diagonalisable, et on a :
1 1 0 1 0 0 1 1 -1
1 0 1 0 0 0 -1 1
1 1 0 2 -1 0 1

1
VneN,A"= |1 0

2
0
2. Déterminer la matrice A™, pour tout n € N.
0
1
1

1 0 0 1 1 -1 1 1-2" 2"—1
0 2" 0 0o -1 1 |=([1-2" 1 2" —1

1
11 0o 0 2" -1 0 1 1—927 1-—2m 9ontl_q

3. Expliciter les termes u,,, v, et w, en fonction de n € N.

U,
Pour n € N, on note : X;, = | v, |. On a donc, pour tout n € N, X,, 11 = AX,,.
w,
3 —2ntl
Une récurrence immeédiate donne, pour tout n €e N: X, = A" Xy = | 3 — gntl
3 o 271,+2

Exercice 2

E désigne un espace vectoriel de dimension n € N*.

1. Soit p un projecteur de E, non nul, et différent de Idg.

a.

Montrer que Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires dans E.

Soit 2 € Im(p) N Ker(p); « € Im(p) donc il existe a € E tel que = = p(a). p étant un projecteur, on
en déduit que p(z) = p(a), donc z = p(a) = p(z) = 0 car x € Ker(p). Ainsi, Im(p) N Ker(p) = {0g}.
Le théoréme de rang donne de plus dim(Im(p)) + dim(Ker(p)) = dim(E), d’ou : Im(p) & Ker(p) = E.
Moutrer que le spectre de p est {0, 1}, et déterminer ses espaces propres.

D’apres la question précédente, on peut former une base de E en concaténant une base de Im(p) et
une base de Ker(p).

Si 2 € Im(p), il existe a € E tel que 2 = p(a), alors p(z) = p(p(a)) = p(a) = .

07’ Onfr
On en déduit que 0 est une valeur propre de p d’espace propre Ker(p), et 1 est une valeur propre de
p d’espace propre Im(p).
En déduire que Tr(p) = rg(p) (ot Tr(p) désigne la trace de p).
La trace étant un invariant de similitude, de la question précédente, on obtient immédiatement :
Tr(p) = r =rg(p).

. . I, 0,
Ainsi, en notant 7 = rg(p), dans cette nouvelle base, la matrice de p est [ .\~ " r>.
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d. Soit u un endomorphisme de E tel que Tr(u) = rg(u). u est-il nécessairement un projecteur ?

L . . N . 2 1
Non! Considérons endomorphisme u de R? canoniquement associé & la matrice (1 0/

On a Tr(u) =rg(u) =2 et uou # u.

2. Soit u un endomorphisme de E de rang 1.

a. Montrer qu’il existe une base & de F telle que la matrice de u dans % est de la forme :

0 --- 0 a
0 -« 0 as

Matg(u) = | . .| e ML(R), ol ai,as,---a,sont des réels
0 --- 0 a,

D’apreés le théoréme du rang, on a : dim(Ker(u)) = n — 1. En complétant une base de Ker(u), on
obtient une base 4 de E dans laquelle la matrice de u a la forme attendue.

Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si la trace de u est non nulle.

D’apreés la question précédente, le polyndme caractéristique y, = X ”*1(X — a,) est scindé.

0 est donc une valeur propre de u, de multiplicité m(0) =n — 1 si a,, # 0, et m(0) = n si a,, = 0.
dim(Ker(u)) = n — 1, donc u est diagonalisable si, et seulement si m(0) = n — 1 ce qui équivaut a
a, # 0, ce qui équivaut encore a Tr(u) = (n — 1) x 0+ a, # 0.

On suppose que Tr(u) = rg(u). Montrer que u est un projecteur.
Si Tr(u) = rg(u) = 1, alors u est diagonalisable, et il existe une base Z de E telle que la matrice de
0 --- 0 0

u dans Z est Matg(u) = | - C

0 --- 0 0

0o --- 0 1

C’est la matrice de la projection sur E; parallelement a Ej.
1 1 -1

Soit la matrice A= |1 1 —1|. Justifier sans calcul que A est la matrice d’un projecteur, puis en
1 1 -1

donner les éléments caractéristiques.

On a:rg(A) = Tr(A4) = 1. On déduit des questions précédentes que A est la matrice de la projection

sur By = Vect{(1,1,1)} parallelement & Ey = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}.
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