CorREcCTION CC3-5S1
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— CORRECTION - ALGEBRE —

Exercice 1
Dans F = R?*, muni du produit scalaire canonique, on considére les vecteurs :
u; = (1,0,1,0), ue = (1,—1,0,0), et ug=(1,1,1,1).

On note F' = Vect(u1, ug, us).

. Vérifier que (uq, us, u3) est une base de F.

)\1 + )\2 + )\3 =0
—d2+A3=0
AM+A3=0

A3 =10

la famille (uq,ug,us) est libre. Par définition, c’est une famille génératrice de F', ¢’en est donc une base.

Soit ()\1,)\2, Ag) S RS, tel que A1uq + Ao + )\311,3 =0;o0na: donc A\ = g = )\3 =0, et

. Déterminer une base de F*.
r+2=0
a=(z,y,2,t) € FX & (alur) = (aluz) = (aluz3) =0 z—y=0 <a=uxz(1,1,-1,-1).
THy+z+t=0
Ainsi, F*+ = Vect{(1,1, -1, -1)}.
. Déterminer une base orthonormée de F.
On orthonormalise la base (u1,us,us) en (vy, vy, v3) par le procédé de Gram Schmidt :

1
[ui]| = V2, on prend v; = —=u;

V2
1

1
Soit wg = uz — (uzlvy)vy = 5(1, —2,-1,0); |we]|* = g On prend v, = —(1,-2,—1,0).

V6
V3

1 4
Soit wg = uz — (uzlvy)vy — (ugl|ve)ve = 3(17 1,-1,3); [Jws|]® = 3 On prend vz = F(l, 1,-1,3).
. Déterminer la projection orthogonale sur F' de v = (1,1, 1,0) de deux fagons différentes.

1
On a: pp(v) = (v|jvr)v1 + (v|ve)ve + (v]vs)vs = 1(3,37 5,1).

1
D’autre part, une base orthonormée de F* est donnée par ug = 5(1, 1,—1,—-1), donc

1
pF(U) =V —PpPpL (U) =U—= (U‘UO)UO - i(s/ 37 57 1)
. Calculer la distance de v & F'. .
d(v, F) = [[pp+ ()] = |(v]uo)| = 5.

Exercice 2

On considére V'espace vectoriel .4, (R) des matrices carrées d’ordre n > 2.
Pour A € #,(R), on note Tr(A) la trace de la matrice A. On définit 'application ¢ de .4, (R) dans R par :

Y(A, B) € #,(R)?, (A, B) = Tr(A'B)

. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur ., (R).

Pour tout (M, N) € .4, (R)?, on a les propriétés suivantes : {MN) =' N ‘M, Tr(* M) = Tr(M).

On en déduit que (M, N) = Tr(M 'N) = Tr(*(N 'M)) = Tr(N 'M) = (N, M), donc ¢ est symétrique ;

la trace étant une forme linéaire, on en déduit que ¢ est linéaire par rapport a sa premiére composante, donc
bilinéaire par symétrie.

Soit A = (a;;) € A, (R); ¥(i,5) € [1,n]?, (A'A Zalkajk donc (A, A) ZZ@M > 0.
k=1 i=1 k=1

De plus, ¢(A,A) =0 < V(i,k) € [1,n]? a}, =0 A=0.

o est donc une forme définie positive.

Finalement ¢ est un produit scalaire sur ., (R).
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2. a. Enoncer l'inégalité de Cauchy Schwarz pour le produit scalaire .
(A, B) € Ma(R)?, [9(A, B)| < V(A A)p(B, B)

b. Soit A = (aij)i<ij<n) € #n(R); montrer que :

On applique l'inégalité de Cauchy Schwarz ne prenant pour B la matrice dont tous les coefficients valent 1 :

On a V(i,j) € [1,n]? (A'B);; = Za”‘” (A'A);; = Zazka]ky (B'B)ij = Zl—n
k=1

n n n n

Ainsi, ¢ Z Z aik, p(A, A) Z Z aZ., (B, B) = Z n = n? on obtient donc le résultat attendu.
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1

3. On suppose désormais que n = 2. On appelle F' le sous-espace vectoriel de .4, (R) défini par

P {(‘; _”a) : (a,b) eR?}

a. Donner une base de F*.

On note M; = (1) _01 et My = <(1) é) ;ona: F = Vect(My, Ms).
M=(% ") eFt oo M) = oM M) =0e ] ¢74=0
- c d ' ) 1) =@ ’ 2) — b+C:0

o L 10 0 1
On en déduit que F —Vect(<0 1>7(1 0)>

b. Déterminer I'image de la matrice A = par la projection orthogonale sur F'.

1
10
Orthonormalisons la base (M7, M) de F en (Ny, Na) :

1
On a ||M;]|? = 2 donc on prend Ny = — M.
[ M| p 1=

1
Tr(M; ‘My) = 0 donc M, et M, sont orthogonales; ||Mz||> = 2 donc on prend Nj

M

1/1 1
Ona: pr(A) = (A, N1)Ny + ¢(A, No) Ny = 5 <1 _1>
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