CorrecTIiON CC1-S1

- CC1-s1 - - 2019-2020 -
— CORRECTION - ALGEBRE —

1. Soient u € Z(R?), X € R et Idgs Papplication identité de R3.

a. Montrer que Ker(u — Aldgs) est stable par u.
Soit & € Ker(u — NIdgs) ; on a (u — Mdgs)(z) = 0 donc u(z) = Az € Ker(u — Adgs), car Ker(u — Aldgs) est
un sous-espace vectoriel de R?; d’ou la stabilité.

b. Montrer alors que ’endomorphisme induit par u sur Ker(u — Mdgs) est une homothétie.
Par définition de Ker(u — Adgs), pour tout = € Ker(u — Ndgs), u(z) = Az.
La restriction de u a Ker(u — Mdgs) est donc ’homothétie de rapport A.

2. On considére endomorphisme u € .Z(R?) canoniquement associé a
2 11
A=(1 2 1
11 2

On note I3 la matrice identité de R3.

a. Montrer que
det(Mz — A) = (A —4)(A — 1)?

A—2 -1 -1 A—4 -1 -1 1 -1 -1
det(\l3—A)=| -1 A—-2 -1 — A—d A—2 -1 |=(X=4)]1 rx-2 -1
S N T i A R I WD/ [ W 1 -1 A—2
1 -1 -1
= A=4)]0 A=1 0 |[=\N—-4)AN-1)7?
oty 0 0 -1

b. En déduire les valeurs de A pour lesquelles u — Aldgs n’est pas bijective.
u—Adpgs n’est pas bijective si et seulement si det(Al;— A) = 0, ce qui équivaut d’aprés la question précédente
a e {l,4}.
c. Montrer que
R? = Ker(u — 4 Idgs) @ Ker(u — Idgs)

x € Ker(u — 4 Idgs) NKer(u — Idgs) si, et seulement si u(x) = 4z et u(x) = x, ce qui équivaut & =z = 0 donc
la somme est directe.

-2 1 1 -2 1 1 -2 0 2 1 0 -1
A-4l3=1 -2 1 |~10 -3 3|~(0 1 —-1J~10 1 —1] donc
1 1 =2 0 3 -3 0 0 0 0 0 O

Ker(u — 4 Idgs) = Vect{(1,1,1)};
——

1

111 111
A-Iz3= (1 1 1]~ [0 0 0] doncKer(u— Idgs) = Vect{(1,~1,0),(1,0,-1)}.
111 000 T T

Ainsi, dim(Ker(u — 4 Idgs) + dim(Ker(u — 4 Idgs) = 3, donc on a R* = Ker(u — 4 Idgs) @ Ker(u — Idgs).

d. Déterminer la matrice de v dans la base adaptée a la décomposition précédente.
Par construction, u(e;) = 4eq,u(es) = ey et u(es) = es. Ainsi, dans la base (eq, eq, e3) la matrice de u est :

4 0 0
0 1 0
0 0 1

3. Soit (a,b) € R?, avec b # 0. On considére I'endomorphisme v € .Z(R?) canoniquement associé a

b b
B = a b
b «a

o R
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a.

Calculer
det(\5 — B)
A—a b —b A—a—2b —b  —b 1 —b
det(AI3—B)=| —-b AX—a —b = A—a—2b AX—a b |[=0A-a—-2b)|1 A—a
b b A—q |DTOTET N2 b A—a 1 —b
1 —b —b
= A=a—2b)| 0 A—a+b 0 =A—a—2b)(A\—a+b)?
D 0 0 X—a+b

En déduire les valeurs de A\ pour lesquelles v — A\Idgs n’est pas bijective.
v—AIdgs n’est pas bijective si et seulement si det(Al3—B) = 0, ce qui équivaut d’aprés la question précédente
aXe€{a+2b,a—>b}. On note A; et Ag ces valeurs.

Montrer que
R? = Ker(v — A\ Idgs) @ Ker(v — ApIdgs)

x € Ker(v — (a+ 2b) Idgs) N Ker(u — (a — b)Idgs) si, et seulement si u(x) = (a + 2b)z et u(z) = (a — b)x ce
qui équivaut & 3bx = 0 donc & x = 0 car b # 0; la somme est donc directe.

—-2b b b -2 1 1 1 0 -1
B—(a+20)Is= b —-20 b |~| 0 1 —1]~|0 1 —1] (carb#0), donc
b b —2b 0 1 -1 0 0 O

Ker(v — (a + 2b) Idgs) = Vect{(1,1,1)};
——

1

b

b

b

Ainsi, dim(Ker(v — (a + 2b) Idgs) + dim(Ker(u — (a + b) Idgs) = 3, donc on a
R? = Ker(u — (a + 2b) Idgs) ® Ker(u — (a — b)Idgs).

Déterminer la matrice de v dans une base adaptée a la décomposition précédente.

b b 111
B—(a—0b)I5= b b~ ([0 0 0] doncKer(v— (a—b)Idgs) = Vect{(1,1,0),(1,0,1)}.
b b 00 0 —

€2 €3

Par construction, u(e;) = (a + 2b)eq, u(es) = (a — b)es et u(es) = (a — b)es. Ainsi, dans la base (e, €2, e3)

a-+2b 0 0
la matrice de v est : 0 a—>b 0
0 0 a—>
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