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Toutes les réponses seront justifiées. La notation tiendra compte du soin apporté à la rédaction.

EXERCICE 1
On considère l’endomorphisme u ∈ L (R3) canoniquement associé à

A =

 2 −1 1
1 0 1
−2 2 −1


1. Montrer que Ker(u− IdR3)⊕Ker(u+ IdR3) = R3.
2. Que peut-on en déduire concernant u ?
3. Comment peut-on obtenir ce résultat à l’aide d’un calcul matriciel ?

EXERCICE 2
On considère l’endomorphisme f ∈ L (R3) canoniquement associé à

B =

 1 1 −1
−3 −1 3
−1 1 1


On note e1 = (1, 0, 1), e2 = (0, 1, 1) et e3 = (1,−1, 1).

1. Calculer f(e1).
2. Que peut-on en déduire concernant f ?
3. Comment peut-on démontrer directement ce résultat ?
4. Montrer que la famille (e1, e2, e3) est une base de R3.
5. Déterminer la matrice de f dans la base (e1, e2, e3).
6. En déduire la valeur de Bn, où n ∈ N∗.

EXERCICE 3
Soir E un R-espace vectoriel, et f une endomorphisme de E vérifiant

f2 =
1

2
(f + IdE)

On définit l’application p =
2

3
f +

1

3
IdE

1. Montrer que p est un projecteur de E.
2. Montrer que Im(p) = {x ∈ E/f(x) = x}.
3. On note q le projecteur sur Ker(p) parallèlement à Im(p).

Exprimer q comme une combinaison linéaire de f et IdE .
4. En déduire que

E = Ker(f − IdE)⊕Ker
(
f +

1

2
IdE

)

Fin de l’énoncé d’algèbre
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