St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°12 - SERIES NUMERIQUES - SUJET 1

1. Déterminer la nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants :

_ . 1 .
a. U, = n2e" lim n2un =0=u, = o — | : par comparaison, E Uy converge.
n—-+o0o n—-+00 n

n n—+oo N

1 1
b. u,=1In (1 + —) ~ ; par comparaison, Z uy, diverge.

1 1
c. u,=1—cos|— : par comparaison, E u, converge.
n n—>+oo m2

1 _ . . .
d. up=1{/1—— ~ e 22 = lim u, #0; E uy est grossiérement divergente.
mn n—+oo n—-+oo

2. Etablir la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :
-1

& 4n o= —2\\4 4 potood—e  4—el

n>0
—n+ 2
b. Z ] Pour ' Zn‘ Z (= 1), ijLOOQC—C—C
n>0 n=0 n=0 n= 1
1 1 -1
C. Zln(l—ﬁ) Pour p > 2,8 —Zln< > Zln<n+ n >
n>2 n=2

S, = i <1n (”;rl) —1In <nf 1)) = I <p;1> —1In(2) N —In(2)

n=2 télescopage

3a. Soit (u,) une suite numérique. Montrer que si la série de terme général ug, et la série de terme
général u2n+1 convergent alors la série de terme général u,, converge et que dans ce cas :

Zun = ZUZn + Zu2n+1

Pour n > 0, on note P, = ZU%, Qn = Zu2k+1, Sn = Zuk

k=0
On a: Sy =PI, pournEN Sgn—P + Qn_ 1etpourneN SQ7L+1—P + Q.

Ainsi, si E U9y, €t g Uan+1 convergent, alors les suites (Pn) et (Qn) convergent respectivement
“+00 “+00

vers g U9y, et g Usgk+1 et, par somme, (Sa,) et (S2,41) convergent vers la méme limite qui est la
k=0 k=0

somme des deux précédentes, donc (.S,,) converge et on a E Uy = E Uon + E U2p+1

1 .
b. On note u, = 3 Justifier que Zu2" et Z Uon+1 convergent.

n>1 n>0
1 1
o = —= = — d les d t.
Uy, 4n2,ugn+1 @n T 1) rHH)O 2 onc, par comparaison, les deux séries convergen
2 —+oo 1
c. Sachant que Uy = , calculer —_—
o v .o Sy

1 ™ 1 T
D’aprés le a., Zun Z4n2 ZQn—i—l doncz(2n+1) :Elexgz§

n=1
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St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°12 - SERIES NUMERIQUES - SUJET 2

1. Déterminer la nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants :

1 1
a. Up = —en? ~ — donc par comparalson E Unp, dlverge.
n n—+oo N

T 1 o1 1 ) .
b. Up = COS | — — — ) = s — ~ — donc par comparalson E Un, dlverge.
2 n n n—+oo n

1 ) 1 1 .
C. up=——sin|{—| ~ —— donc par comparaison E U, converge.
n n ) n—+oo 6M

1 _olnn . . .
d. u, = \"/ — ~ e 250 = lim uy, #£0; E Uy, est grossiérement divergente.
n<n—-+oo

n——+o00

2. Etablir la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :
-1

a X0 rouwpz0 - =310 - (5)) ot (5
AT P=i g = 205 \\3 3 ) )rore2\3-¢ 3¢

n>0 n=0
on —1 "on—1 &2 "1
b 2 T Powpzl) T =) pig g S e
n>0 n=0 n=1 n=0
P P
" n+1 B n n+1Y\ n n+1 n
c. Y (-1)"In (n_ 1) Pour p > 2,5, =) (~1)"In <n )= > (=1)"In — X
n>2 n=2 n=2
P
_ e (ML) et n _ (_1p (PR
Sp=>Y_ (( 1) ln< - > (=)™ !In <n1>> = (=1)’In ; +ln(2)p_)—+>ooln(2)
n=2 télescopage
3a. Soit (up) une suite numérique telle que lim wu, = 0.
n—-+00
Pour tout n € N, on note : v, = ugy, + u2,+1. Montrer que Z Uy, €t Z vy, sont de méme nature, et
“+o0o +00
qu’en cas de convergence : Z Uy = Z Up.
n=0 n=0
n n
Pour n € N, on note : S,, = Z ug et P, = Z vk. On a, pour n € N, So,11 = P, et So,, = Py —uoni1.
k=0 k=0
—+00
Si Z u, converge, alors la suite (S2,41) converge vers Zuk et (P,) a la méme limite donc Z Up,
k=0

converge et on a I’égalité des sommes.
Réciproquement, si g v, converge, alors la suite (P,) converge donc la suite (S2,41) converge vers

“+00

Z v, et comme lir_~r_1 u, = 0 la suite (S2,) converge elle aussi et a la méme limite que (P,).
n—-+0oo

k=0

On en déduit que (S,,) converge vers cette valeur, c’est-a-dire que Z Uy, converge et a pour somme
+oo

Z (R

k=0

b. Etablir la convergence et la somme de la série Z

(="

—1))°
2 n{nt (1)
P > 2 t (=1" o) li 0 et > 1 + 0
our 1 o1 note = — na: 11m = e our = = U.
ur n > 2, Un = CEYED lim pour n > 1, v, = ugy + Uzpt1
—+00
Z vy, converge donc d’aprés la question précédente, Z U, converge et a pour somme Z v =0
n=1
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