
St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB n◦12 - Séries numériques - Sujet 1

1. Déterminer la nature des séries de terme général un dans les cas suivants :

a. un = n2e−n lim
n→+∞

n2un = 0⇒ un =
n→+∞

o

(
1

n2

)
; par comparaison,

∑
un converge.

b. un = ln

(
1 +

1

n

)
∼

n→+∞

1

n
; par comparaison,

∑
un diverge.

c. un = 1− cos

(
1

n

)
∼

n→+∞

1

2n2
; par comparaison,

∑
un converge.

d. un =
n

√
1− 1

n
∼

n→+∞
e−

1
n2 ⇒ lim

n→+∞
un 6= 0 ;

∑
un est grossièrement divergente.

2. Etablir la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

a.
∑
n≥0

chn
4n

Pour p ≥ 0,

p∑
n=0

chn
4n

=

p∑
n=0

1

2

(( e
4

)n
+

(
e−1

4

)n)
−→

p→+∞

2

4− e
+

2

4− e−1

b.
∑
n≥0

−n+ 2

n!
Pour p ≥ 1,

p∑
n=0

2− n
n!

=

p∑
n=0

2

n!
−

p∑
n=1

1

(n− 1)!
−→

p→+∞
2e− e = e

c.
∑
n≥2

ln

(
1− 1

n2

)
Pour p ≥ 2, Sp =

p∑
n=2

ln

(
n2 − 1

n2

)
=

p∑
n=2

ln

(
n+ 1

n
× n− 1

n

)
Sp =

p∑
n=2

(
ln

(
n+ 1

n

)
− ln

(
n

n− 1

))
=︸︷︷︸

télescopage

ln

(
p+ 1

p

)
− ln(2) −→

p→+∞
− ln(2)

3.a. Soit (un) une suite numérique. Montrer que si la série de terme général u2n et la série de terme
général u2n+1 convergent, alors la série de terme général un converge et que dans ce cas :
+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

u2n +
+∞∑
n=0

u2n+1.

Pour n ≥ 0, on note Pn =

n∑
k=0

u2k, Qn =

n∑
k=0

u2k+1, Sn =

n∑
k=0

uk.

On a : S0 = P0, pour n ∈ N∗, S2n = Pn +Qn−1 et pour n ∈ N, S2n+1 = Pn +Qn.
Ainsi, si

∑
u2n et

∑
u2n+1 convergent, alors les suites (Pn) et (Qn) convergent respectivement

vers
+∞∑
k=0

u2k et
+∞∑
k=0

u2k+1 et, par somme, (S2n) et (S2n+1) convergent vers la même limite qui est la

somme des deux précédentes, donc (Sn) converge et on a
+∞∑
n=0

un =

+∞∑
n=0

u2n +

+∞∑
n=0

u2n+1

b. On note un =
1

n2
. Justifier que

∑
n≥1

u2n et
∑
n≥0

u2n+1 convergent.

u2n =
1

4n2
, u2n+1 =

1

(2n+ 1)2
∼

n→+∞

1

4n2
donc, par comparaison, les deux séries convergent.

c. Sachant que
+∞∑
n=1

un =
π2

6
, calculer

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

D’après le a.,
+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

1

4n2
+

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
donc

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

6
− 1

4
× π2

6
=
π2

8
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St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB n◦12 - Séries numériques - Sujet 2

1. Déterminer la nature des séries de terme général un dans les cas suivants :

a. un =
1

n
e

1
n2 ∼

n→+∞

1

n
donc par comparaison

∑
un diverge.

b. un = cos

(
π

2
− 1

n

)
= sin

1

n
∼

n→+∞

1

n
donc par comparaison

∑
un diverge.

c. un =
1

n
− sin

(
1

n

)
∼

n→+∞

1

6n3
donc par comparaison

∑
un converge.

d. un =
n

√
1

n2
∼

n→+∞
e−2

lnn
n ⇒ lim

n→+∞
un 6= 0 ;

∑
un est grossièrement divergente.

2. Etablir la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

a.
∑
n≥0

shn
3n

Pour p ≥ 0,

p∑
n=0

shn
3n

=

p∑
n=0

1

2

(( e
3

)n
−
(
e−1

3

)n)
−→

p→+∞

3

2

(
1

3− e
− 1

3− e−1

)

b.
∑
n≥0

2n− 1

n!
Pour p ≥ 1,

p∑
n=0

2n− 1

n!
=

p∑
n=1

2

(n− 1)!
−

p∑
n=0

1

n!
−→

p→+∞
2e− e = e

c.
∑
n≥2

(−1)n ln
(
n+ 1

n− 1

)
Pour p ≥ 2, Sp =

p∑
n=2

(−1)n ln
(
n+ 1

n− 1

)
=

p∑
n=2

(−1)n ln
(
n+ 1

n
× n

n− 1

)
Sp =

p∑
n=2

(
(−1)n ln

(
n+ 1

n

)
− (−1)n−1 ln

(
n

n− 1

))
=︸︷︷︸

télescopage

(−1)p ln
(
p+ 1

p

)
+ ln(2) −→

p→+∞
ln(2)

3.a. Soit (un) une suite numérique telle que lim
n→+∞

un = 0.

Pour tout n ∈ N, on note : vn = u2n + u2n+1. Montrer que
∑

un et
∑

vn sont de même nature, et

qu’en cas de convergence :
+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

vn.

Pour n ∈ N, on note : Sn =
n∑

k=0

uk et Pn =
n∑

k=0

vk. On a, pour n ∈ N, S2n+1 = Pn et S2n = Pn−u2n+1.

Si
∑

un converge, alors la suite (S2n+1) converge vers
+∞∑
k=0

uk et (Pn) a la même limite donc
∑

vn

converge et on a l’égalité des sommes.
Réciproquement, si

∑
vn converge, alors la suite (Pn) converge donc la suite (S2n+1) converge vers

+∞∑
k=0

vk et comme lim
n→+∞

un = 0 la suite (S2n) converge elle aussi et a la même limite que (Pn).

On en déduit que (Sn) converge vers cette valeur, c’est-à-dire que
∑

un converge et a pour somme
+∞∑
k=0

vk.

b. Établir la convergence et la somme de la série
∑
n≥2

(−1)n

n (n+ (−1)n)
.

Pour n ≥ 2, on note un =
(−1)n

n (n+ (−1)n)
. On a : lim

n→+∞
un = 0 et pour n ≥ 1, vn = u2n + u2n+1 = 0.

∑
vn converge donc d’après la question précédente,

∑
un converge et a pour somme

+∞∑
n=1

vn = 0
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