St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°2 - CALCUL ALGEBRIQUE - TRIGONOMETRIE - SUJET 1

1. Résoudre le systéme suivant :

r+y—z=1
r—2y+2z=-2 S =1{(0,1,0)}
20 —y — 2z = —1

2. Soit n € N*.

a. Exprimer simplement
n

((k+1)* - &)
k=1

Par télescopage, on a : Z ((k+ 1)3 kS) (n+1)3—1
k=1

b. Développer (k +1)% et en déduire que

ZkQ n+1)(2n+1)

La formule du binéme de Newton donne : (k4 1) = k* + 3k? + 3k + 1; on a donc :

n . . n n 1
313y _ 2 P 2 _
> ((B+1)* = k%) =) (3k°+3k+1). On en déduit que Y & 3<(n+1 —1—3Zk Zl)
k=1 k=1 k=1 k=1
- 1/ . 1 D(2n+1
etdoncZk2:§ <n3+3n2+3n_37l(712"")_n> _n(n+ )6( n+1)
c. Calculer
>
1<i<j<n
n 7 n n n
J(y 1 9 N _1/nr+1)2n+1) n(n+1)
> =y yi=y Do (T - g (el
1<i<j<n 7j=11=1 7j=1 7j=1
nn+1)(n+2)
6

3. Résoudre dans R :

a. cos(2z) +sin(z) =1 < 1 — 2sin’(x) +sin(z) = 1 < sm( ) (1 —2sin(z)) =0

. . 1
& <sm(ac) =0 Vsin(x) = 2) S e U {kﬂ' 5 + 2k, 25 ka}
kEZ
b. cos(x) —sin(z) = V2 < cos (ac + I) =ler= —E[27r] S e U {—I + 2k:7r}
4 4 Pt 4

1 1 47 oT
5 S cos(z) < 5 & ekLGJZQ + 2k, - +2k7r] [3+2k7r3+2k7rD

T s
S e [3 + k, 3 + ]{37T':| . Ce résultat s’obtient en observant le cercle trigonométrique.
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4. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a.

Vatd+r-—2<z+1
Domaine de validité : D, =] — oo, —2] U [1, +00]

~ Siax < —2: I'inégalité n’est pas vérifiée car si x < —2 alors  + 1 < 0 et un nombre positif n’est
jamais inférieur a un nombre strictement négatif.

~ Sixz > 1 :les deux membres de I'inégalité étant positifs, on peut appliquer la fonction "carré"
qui est croissante sur R et I'inéquation équivaut a —3 < x ce qui est toujours vérifié sur [1, +ool.

Finalement, S = [1, 400

x2—x20
2?2 —2-1]<1 & -1<2’-2-1<1& et
2 —2—-2<0
x €] — 00,0l U[1, +o0]

& et < xe[-1,00U[L2]
z € [—1,2]
r+1 \ " P
<z ot m désigne un paramétre réel différent de —2.
m+ 2
x+1 Sx<:>(m—i—1)a:—12 <:>m—i—1m_ 1 >0
m+ 2 m+2 m+2 m—+ 2

~ Sim= -1 S=g

m—+1
m+ 2

~» Sim €] — 0o, —2[U] — 1, +00[ alors >0 etS:[ ! oo[

m+1’+

m—+1

1
~ Sim €] —2,—1] alors 2<0 etS:]—oo ]

m +
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CB N°2 - CALCUL ALGEBRIQUE -TRIGONOMETRIE - SUJET 2

1. Résoudre le systéme suivant :

z+y+2z=0 11 1
20 —y+2z=0

2. Soit n € N*.

a. Exprimer simplement

3

(K — (k —1)%)
k=1

n
Par télescopage, on a : Z (k3 — (k- 1)3) =n?
k=1
b. Développer (k —1)3 et en déduire que

ZkQ n+1)(2n+1)

La formule du binéme de Newton donne : (k —1)® = k* — 3k? + 3k — 1; on a donc :

Z (kg’ — (k- 1)5) = Z(BkQ — 3k + 1). On en déduit que Zk2 = - <n +3Zk Zl) et
k=1 k=1 k=1 k=1
" 1/ . n(n+1) n(n+1)(2n+1)
d == 343 =
onc Z 3 <n + 5 n) 6
c. Calculer
>
0<i<j<n
n J n n n
. . . oonn+1)2n+1) nn+1 n(n+1)(n+ 2
S =3 =S = 3 = MDD ) ntn D +2)
0<i<j<n 7=0 =0 7=0 7=0 7=0

3. Résoudre dans R :

a. cos(x) +sin(2z) =0 < cos(x) + 2cos(z)sin(z) =0 < cos( ) (1 +2sin(z)) =0
1
& (cos(:L') =0 Vsin(z) = ) &€ U { + km, — T+ 2k, o + Qkﬂ'}
2 Pt 6 6

b. cos(x) + sin(z) = V2 @cos(xfg)—lﬁx:Z[QW]ﬁxEU{ +2k‘ﬂ'}
kEZ

1 1 1 5 7
c. [sin(x)| < 5 5 <sin(z) < 5 ©TE U ({—g +2k7r,g —|—2k7r} U {GW —|—2k:7r%r —|—2/<:7T]>
keZ
S e {*% + k, g + k‘ﬂ'}. Ce résultat s’obtient en observant le cercle trigonométrique.
keZ
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4. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a. 1—-2z<+va22—zx-2

Domaine de validité : D, =] — oo, —1] U [2, +00]

~ Six > 2 : 'inégalité est vérifiée car si > 2 alors 1 — 2z < 0 et un nombre strictement négatif
est toujours strictement inférieur & un nombre positif.

~ Six < —1: les deux membres de I'inégalité étant positifs, on peut appliquer la fonction "carré"
qui est croissante sur R et Pinéquation équivaut a 322 — 3z + 3 < 0 ce qui n’est jamais vérifié
car le discriminant est strictement négatif.

Finalement, S = [2, +00[
20 +2—1>0
b. 202 +2x-2/<1 & -1<22?°+z2z-2<1& et
2x2+x—3§0

x €] —o0,—1] U B,JrOO[

3 1
& et S {—,—1} U [,1}
3 2 2
e l—=,1
x [ 27}
r—1 . L. R 1 eces
c. 5 <z ou m désigne un paramétre réel différent de 2
m_
x—1 (m—3)x+1 m—3 1
< > >
m—2_x<:> m — 2 =0 m—2x+m—2_0
~ Sim = S=R

-3 1
~» Sim €] — 00,2[U]3,+oo[ alors m >0 et S=|——, 400
2 3—m

~ Sim €]2,3] alors
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