St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°4 - FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES - SUJET 1

1. Question de cours : Montrer que cos (Arcsin(z)) = /1 — 22

2. Calculer :

a. Arccos (—\/§>

2

b. Arcsin ( sin 7—7T> = Arcsin (sm ( — 771.)) = —21
5 5 5
c. Arcsin (cos (%)) = Arcsin (sin (— — —)

3. z désigne un réel de |1,1[.

1 (Arcsi
a. Simplifier tan (Arcsin(z)) = sin (Arcsin(z)) S

cos (Arcsin(z)) /1 — 22

b. Résoudre I’équation
Arcsin(x) = Arctan(2z)
Le domaine de validité est [—1, 1].

Pour x € [—1, 1], si x est solution alors, puisque Arctan(2x) € } ;T [ on peut appliquer la fonction

2’
tan aux deux membres de I’égalité et on obtient : tan (Arcsin(x)) =
1 3
tan (Arcsin(x ))—2$<:>ﬁ—2x<:><:>x—0\/\/171:2 5 & :O\/l’—:l:\g
Réciproquement : x =0,z = > et x = 5 sont dans le domaine de validité et vérifient I'égalité.
Ainsi I’ensemble des solutions est
3 3
o {0, V3 _\f}
2 2
4. Soit f la fonction définie par f(z) = A 20
. Soi a fonction définie par f(x) = Arccos | —— |.
P 241
a. Donner le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de f, puis la dériver.
2x 9 9
‘1+$2 <le2z<l14+z°<0<(Jz|—1)
Cette inégalité est toujours vérifiée, avec égalité si et seulement x = +1.
Ainsi, f est définie sur R et dérivable sur R\ {£1} et pour z € R\ {£1} on a:
5.2 .
) _% 2@ -T2 2r-1) T 22 si x €] — 0o, —1[U]1, +o0[
o) = 2 2)2 — 222 (1422)|z2-1] —2 -

b. En déduire une expression simplifiée de f(z) pour = dans le domaine de définition de f.
D’apreés la question précédente, il existe C,Cs, C3 dans R tels que :
2Arctan(z) + Cy six < —1
f(z) =< —2Arctan(z)+Cy size€]—1,1]
2Arctan(z) 4+ Cs siz>1
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f(0) = g donc Cy = g; de plus, f est continue R donc f(—1) = 7 donne C; = 377?, et f(1)=0
2Arctan(x) + 3?7? six < —1
donne C3 = —g d’ott : f(x) = ¢ —2Arctan(z) + g size[-1,1]

2Arctan(x) — g sixz>1

CB N°4 - FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES - SUJET 2

1. Question de cours : Montrer que sin (Arccos(z)) = /1 — 22

2. Calculer :

. V3 T

a. Arcsin <—7 = -3
7T 7T 3
_ - A _r _2r
(cos ( 3 ) rccos (cos <27T 3 )) 5

c. Arcsin | cos 7—7T = Arcsin | sin E—E -
12 2 12 12

3. x désigne un nombre réel.

b. Arccos

1 1
B /1 + tan? (Arctan(z)) V1t a2
7T

car Arctan(x) € ]—g, 5 [ donc cos (Arctan(x)) > 0

a. Simplifier cos (Arctan(z)) = \/cos? (Arctan(z))

b. Résoudre I’équation
Arccos(2x) = Arctan(z)

11
Le domaine de validité est |—=, = |, et pour x € |—=, =
272 272
fonction cos aux deux membres de 1'égalité et on obtient : 2z = cos(Arctan(x)).

}, si x est solution alors en appliquant la

—1£+v2
2z = cos(Arctan(z)) < 2z = Sr>0A4?(1+2) =1 r>0A2° = 7\[

1
V14 22

2
o V2 -1
V2
. vV2-1 : . .
Réciproquement : xg = 75 est dans le domaine de validité et d’aprés I’analyse,

cos (Arccos(2zg)) = cos (Arctan(xg)) avec Arccos(2xg) et Arctan(xo) dans [0,7], on a donc bien
Vv2-1
V2

(5
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Arccos(2xg) = Arctan(zg) d’ou xp = vérifie 1’égalité souhaitée.




St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

2
4. Soit f la fonction définie par f(z) = Arcsin (rxxz)

a. Donner le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de f, puis la dériver.

‘Qx

. <le2z|<1+22e0< (|2 —1)?
x

Cette inégalité est toujours vérifiée, avec égalité si et seulement x = +1.

Ainsi, f est définie sur R et dérivable sur R\ {£1} et pour z € R\ {£1} on a:
-2

2—2g2 -2 B B
F(z) = (1+=2)2 _ 2(1 - x2)\/m _ 2(1 — 22) )1 ‘5552 si z €] — oo, —1[U]1, 400
- ity (L+2)?/(-a?? (d+ad)la? -1  siee -1

b. En déduire une expression simplifiée de f(z) pour x dans le domaine de définition de f.

D’aprés la question précédente, il existe C, Co, C3 dans R tels que :
—2Arctan(z) + C; siz < —1

f(z) =< 2Arctan(z) + Cs six el —1,1]
—2Arctan(z) + Cs six>1

f(0) = 0 donc Cy = 0; de plus, f est continue R donc f(—1) = —g donne Cy = —m, et f(1) =0
—2Arctan(z) — 7 six < —1

donne C3 =7 d'ou : f(z) =< 2Arctan(z) six e [—1,1]
—2Arctan(z) + 7 sixz>1
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