St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°6 - SUITES NUMERIQUES - SUJET 1

1. Questions de cours
Montrer que si (uy,) et (v,) sont des suites réelles telles que pour n > ng, u,, < vy, avec lim wu, = 400,

n—-+o0o
alors lim v, = +o0.
n—-+00
2. Etablir la limite des suites suivantes, et justifier la réponse :
.
sin(n 1 1 , .
a. U, = (2 ) Vn € N*, —— < up < — donc le théoréme d’encadrement donne lim wu, = 0.
n n n n——+o0o
. 1 .
. 1 sin (=% . sin(u .
b. v, = n’sin — = # or lim ﬁ =1 donc lim v, =1
n = u—0 u n—-+00
n
" 1 —e (D)
_ -k _ N : 4 v ol —1y.
c. wy = et =0 (somme de termes d’une suite géométrique de raison e ) ;
—e
k=0
. _ ) 1 e
lim e ™ =0 donc lim w, = =
n—-+00 n——+00 1-— ef1 e—1

3

3 _
d. z,=Vn3+n—nyn e e L ! dot lim =z, =0
Vn? 4+ n+ny/n n( /n—l—l—i—\/ﬁ) n—-+o00
n

3. Expliciter les suites suivantes en fonction de n :

ug = 0, Uy = 1 1 n
. I 1
a { Up+2 = dUpt1 — uy, Vn €N =75 (3 )

-3 o () o (5
b. {un+2:2un+1_2un Vn € N uy, = (V2)" (cos J) —sin (o

4. Etablir les variations et la limite éventuelle des suites suivantes :

uyp = 1
a. 1 1
U =up +— — Vn € N*
n+1 n n n+1
1 1
Vn € N*,  wupy1 + —— = u, + —; une récurrence immédiate donne : u, + — = u; +1 = 2 d’on
n+1 n n
Uy, = 2 — —. On en déduit que la suite est croissante et lim wu,, = 2
n n—-+00

UO:3

b. 1
un+1:\/§(u%+7)+3 Vn e N

1

Par composition, la fonction f: z +— 5(1’2 + 7) + 3 est croissante sur [3,+00[ qui est un intervalle
stable par f (f(3) > 3).
On en déduit que la suite (u,) est monotone. u; > ug donc la suite est croissante.
Comme f est continue sur [3,4o00[, si la suite converge, elle converge vers un réel L € [3,+o0[ tel
que f(L)=1L.

1 1
(f(L)=L) = ( 2(L2+7)+3_L> & <(L>3)/\ (2(L2+7) = (L—3)2>> & (L =11)

f est croissante sur [3,11], f(3) > 3 et f(11) = 11 donc l'intervalle [3, 11] est stable par f.

Sup PTSI A CB6 - 2022-2023



St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

ug € [3,11] donc Vn € N, u,, € [3,11].
On en déduit que la suite est croissante, majorée, donc qu’elle converge vers L = 11.

5. On considére les suites (uy) et (vy) définies par :

Upt1 = duy, — 20y,
Upt1 = 3Up — Uy,

ug = —1, w9 =2, et VneN: {

a. Montrer que (uy, + vy), est une suite constante.
Vn eN,  upp1 + vnt1 = duy — 20, + 3v, — Uy = Uy + Uy
on en déduit que la suite (uy, + v, )y, est constante et Vn € N, u,, + v, = ug + vp = 1.
b. En déduire que la suite (u,) est arithmetico-géométrique.
D’apres la question précédente, Vn € N, v, = 1 —u,, donc Vn € N, w1 = 4u,, — 2(1 — uy) = 6uy — 2.
La suite (uy,) est donc arithmetico-géométrique.
c. Expliciter u, et v, en fonction de n.
2
Soit L € R tel que L = —2 + 6L, c’est-a-dire L = 5

7
Vn €N, (u, — L), est une suite géométrique de raison 6 et de terme initial ug — L = —%
2 7 3 7
On en déduit que Vn € N, un:g—g x 6" et par suite Vn € N, vnzl—un:g—i—g x 6",

n
d. Expliciter Z ug en fonction de n.
k=0

n n
2 7 2 7 1-—6"tt 2 7
Vn e N - 2 ) = ey = LT 2y e
nes, ;“’“ ;)(5 5~ > st D) =g x g =50+ -5 ( )
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CB N°6 - SUITES NUMERIQUES - SUJET 2

1. Questions de cours
Montrer que si (uy), (v,) et (wy,) sont des suites telles que pour n > ng,u, < v, < w, et si de plus

lim w, = lim w, =1¢€ R alors (v,) converge vers .
n—-+o00 n—-+00

2. Etablir la limite des suites suivantes, et justifier la réponse :

1 — cos(n? 2 , .
a. u, = ¥ Vn € N*, 0<u, < — donc le théoréme d’encadrement donne lim wu, = 0.
n? n? n——+00
1 1—cos (% 1 — cos(u
b. v, =n?(1-cos — = # or lim 7() =0 donc lim v, =0
n oz u—0 u n—-+00
_ 1 1-2™" 1
C. Wn= Z L R e = v
(bomme de termes d’une suite géométrique de raison 27! mais qui démarre a 1)
lim — =0donc lim w,=1
n—-+oo 2M n—-+00
2,2 4 3
n“(n“+mn)—mn n .
d. z,=nVn2+n-n®> = ( ) = d’ou lim =z, =400

nn?+n+n? 2 < 1+14 1) n—r+00
n
3. Expliciter les suites suivantes en fonction de n :

UOZI, U1=0 1 n n
. p —1
a { Upt2 = 2Un+1 + Uy Vn €N thn 4 (3% +3x(=1)%)

b up =1, up =0 u, = 2" | cos 2177 +§iin 2—7Tn
) Upto = —2Up11 — duy, Vn €N " "\ 3 3 3

4. Etablir les variations et la limite éventuelle des suites suivantes :

uyp = 1
. 1
a Up+1 = Up + In (l—i-—) Vn € N*
n
1
Vn € N*,  uptq —up =1In < ) > 0 donc la suite est croissante.
n
+1
Vn e N, upi1 —up =1In ( ) =In(n+1) — In(n) donc u,41 — In(n+ 1) = u,, — In(n) et une
récurrence immédiate donne : u, — =wu; —In(1) = 1 d’ott u, = In(n) + 1 on en déduit que
lim wu, = +oo.
n—-+00
1
ug = =
2
b 2Un_ gy e N
Upsl = —5—— n
T2

Une rapide étude de variations montre que f : x +—

f(1) =1 donc lintervalle [—1, 1] est stable par f.
On en déduit que la suite (u,) est monotone. u; > uy donc la suite est croissante.
ug € [—1,1] donc Vn € N, u,, € [-1,1].

€T .
] est croissante sur [—1,1]. f(—1) = —1 et
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On en déduit que la suite est croissante, majorée, donc qu’elle converge vers L € [ug, 1] tel que
f(L) =L, car f est continue.

(f(L)=L)& (2L=L(L* +1)) & (L(1 = L*) = 0) & (L € {0, —1,1}).

On en déduit que L = 1.

5. On considére les suites (uy) et (vy,) définies par :

Up41 = SUp + 20y,

up =1, wg=2, et VneN: {Un+1=2un+3vn

a. Montrer que (un — fun)n est une suite constante.
Vn € N, Upt1 — Upg1 = 3un + 20, — 2Uy — 30, = Uy — Uy s
on en déduit que la suite (u, — vy,), est constante et Vn € N, u,, — v, = upg — vg = —1.
b. En déduire que la suite (u,) est arithmetico-géométrique.
D’aprés la question précédente, Vn € N, v, = 1+, donc Vn € N, w1 = 3u, + 2(1 +uyp) = Suy + 2.
La suite (uy,) est donc arithmetico-géométrique.

c. Expliciter u, et v, en fonction de n.

1
Soit L € R tel que L =2+ 5L, c’est-a-dire L = —3
3
Yn €N, (u, — L), est une suite géométrique de raison 5 et de terme initial ug — L = 3
1 3 3
On en déduit que Vn € N, un:—§+§x5” et par suite Vn € N, vn:1+un:§+§x5”
n
d. Expliciter Z ug en fonction de n.
k=0
n n
1 3 1 3 1—5" 1 3 it
Vn € N, guk:;<—2+2 X 5 ) =—5(n+1)+3x 1f5:—§(n+1)+§(5 ~1)
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