St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

|CB N°11 - APPLICATIONS LINEAIRES - SUJET 1|

EXERCICE 1
Soit E = R3. On note & = (e1, ea, e3) sa base canonique.
On considére la famille Z' = (g1, €2, €3) telle que

€1 =€, €Ey=e€ —e€3, £3=2 —ey—e€3

et f € Z(F) dont la matrice dans la base 2 est

-1 0 -2
A=11 1 1
1 0 2

. Déterminer Ker(f) et Im(f).
Ker(f) = Vect((—2,1,1)), Im(f)= Vect((—1,1,1),(0,1,0)).

. Montrer que %’ est une base de E.

0 1 2 1 0 -1
maty(#B)=1 0 —1]~ |0 1 1 |;cettematrice est de rang 3.
0 -1 -1 0 0 1

On en déduit que la famille Z’ est libre et de cardinal 3, ¢’est donc une base de R3.

. Déterminer la matrice de f dans la base %'

0O 1 2 1 1 1
Onmote P=|1 0 —1];ontrouve P '=|—-1 0 —2]|, puis:
0 -1 -1 1 0 1
1 00
matz (f) =P 'AP=[0 1 0
0 00

. Que peut-on en déduire 7 Retrouver ce résultat & I'aide d’un calcul matriciel.
Le résultat précédent montre que f est la projection sur Vect(eq,e2) parallélement a Vect(e3).
On retrouve que f est une projection en vérifiant que A% = A.

EXERCICE 2
Déterminer la nature de endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice M suivante, ainsi
que ses éléments caractéristiques :
3 2 =2
M=\|-2 -1 2
2 2 -1

M? =13 donc M est la matrice de la symétrie s par rapport a Ker(s — Ids) = Vect ((1,0,1),(0,1,1))
parallelement a Ker(s + Ids) = Vect ((1,—1,1)).

EXERCICE 3
Soit f € Z(R?) dont la matrice dans la base canonique est
3 -3 6
A=[1 -1 2
-1 1 =2

. Calculer A? et en déduire que Im(f) C Ker(f).
A% =03 donc fo f = 0. ®sy et Im(f) C Ker(f).
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. Déterminer une base de Ker(f), une base de Im(f), et vérifier le résultat précédent.
Ker(f) = Vect((1,1,0),(—2,0,1)) et Im(f) = Vect((3,1,—1)).
(3,1,-1) = (1,1,0) — (—=2,0, 1) on retrouve donc Im(f) C Ker(f).

. On cherche une base # = (b1, by, b3) de R? dans laquelle la matrice de f est :

o O O

0 0
matz(f) = |1 0
0 0
Justifier que be € Im(f), puis déterminer une base % qui réponde au probléme posé.
La premiére colonne de la nouvelle matrice donne f(b1) = by donc by € Im(f); la deuxiéme colonne
donne f(bg) = 0 donc by € Ker(f). On prend donc by = (3;1; —1).
3
1 | est la premiére colonne de A, donc by est I'image par f du premier vecteur de la base canonique
-1
que 'on prend pour b;. Enfin, en prenant b3 = (1,1,0) € Ker(f), on a une famille (b1, by, bg) libre car
1 3 1 1 31
0 1 1] ~10 1 1],ettelleque f(by)="0be,f(b2)=0¢et f(bs)=0.
0 -1 0 0 0 1

La famille (b1, bg, bg) ainsi définie répond donc au probléme posé.

EXERCICE 4

P = 22X+ )P+ (1-X*)P

. Prouver que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].

La linéarité de la dérivation donne la linéarité de .

Soit P = a+bX +cX? € Ro[X]; @(P) = a+b+ (2a+b+2¢) X + (b+¢)X? € Ry[X], donc ¢ est bien
un endomorphisme de Ry[X].

Soit ¢ :

. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique de Ry[X].

110
A=12 1 2
01 1
. Prouver que ¢ est un automorphisme et calculer A7
1 1 1 =2
A est inversible donc ¢ est un automorphisme, et A~ = 3 2 -1 2
-2 1 1

. En déduire 'expression de ¢~ 1(P) pour P € Ry[X].

¢~ a pour matrice A~! dans la base canonique de Ry [X]. On déduit donc de la question précédente :

1
Y(a,b,c) ER?, ¢ ! (a+bX +cX?) = 3 (a+b—2c+(2a—b+20)X + (—2a+ b+ c)X?).
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/CB N°11 - APPLICATIONS LINEAIRES - SUJET 2|

EXERCICE 1
Soit E = R3. On note & = (e1, ea, e3) sa base canonique.
On considére la famille £’ = (g1, €2, €3) telle que

€1 =€ —€3, &E2=€] —€2, €E3=€] —€2—¢€3

et f € Z(F) dont la matrice dans la base Z est

1 -1 -1
A=11 3 1
1 1 3

. Déterminer Ker(f) et Im(f).
Ker(f) = {0} donc f est bijective et Im(f) = R3.

. Montrer que %’ est une base de E.

0 1 1 1 -1 -1
maty(#B)=1 -1 —1|~ [0 1 1 |;cette matrice est de rang 3.
-1 0 -1 0 0 -1

On en déduit que la famille Z’ est libre et de cardinal 3, ¢’est donc une base de R3.

. Déterminer la matrice de f dans la base %'.

0 1 1 1 1 0
Onnote P=| 1 —1 —1];ontrouve Pt =| 2 1 1 |, puis:
-1 0 -1 -1 -1 -1
2 00
matz (f) =P 'AP=[0 2 0
0 0 3
EXERCICE 2

Déterminer la nature de Pendomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice M suivante, ainsi
que ses éléments caractéristiques :

3 2 2
M=|-2 -1 -2
-2 -2 -1

M? = T3 donc M est la matrice de la symétrie s par rapport a Ker(s —Ids) = Vect((1,0, 1), (1, —1,0))
parallélement a Ker(s + Ids) = Vect((1, -1, —1)).

EXERCICE 3
Soit f € .Z(R?) dont la matrice dans la base canonique est
-1 0 -2
A=11 1 1
1 0 2

. Trouver une combinaison linéaire nulle (non triviale) entre les 3 colonnes de A.

Cs3 =2C; — Cs.

. En déduire le rang de A et une base de Im(f).
Les deux premiéres colonnes de A n’étant pas proportionnelles, on en déduit que rg(A) = 2 et par suite
que Im(f) = Vect((-1,1,1),(0,1,0)).
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. Déduire de la combinaison linéaire établie a la question 1. une base de Ker(f).

Un établira précisément le lien avec la question 1.

201 —Cy—C3 = 0donc f(2e; —ea —e3) = 0. On en déduit que le vecteur (2, —1, —1) est dans le noyau
de f. Le théoréme du rang donne dim(Ker(f)) =1 donc Ker(f) = Vect((2,—1, —1)).

. Calculer A% et déduire des questions précédentes une base de R? dans laquelle la matrice de f est
diagonale.
A? = A donc f est la projection sur Im( f) parallélement a Ker(f) donc dans la base ((—1,1,1), (0,1,0), (2, -1, —1)),

100
la matrice de fest [0 1 0] ; elle est donc diagonale.
0 0 0

EXERCICE 4

Ro[X] — Ro[X]

P = (22X 4+ 1)P+(1-X%)P"

. Prouver que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].

La linéarité de la dérivation donne la linéarité de .

Soit P = a+bX + cX? € Ro[X]; ¢(P) = a+ 2c+ (2a +b) X + (2b + ¢)X? € Ry[X], donc ¢ est bien
un endomorphisme de Ry[X].

Soit ¢ :

. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique de Ry[X].

1 0 2
A=12 1 0
0 21
. Prouver que ¢ est un automorphisme et calculer A~!.
1 1 4 =2
A est inversible donc ¢ est un automorphisme, et A~! = 9 -2 1 4
4 -2 1

. En déduire I'expression de ¢~ *(P) pour P € Ry[X].
¢~ a pour matrice A~! dans la base canonique de Ry [X]. On déduit donc de la question précédente :

. 1
Y(a,b,c) eR?, o' (a+bX +cX?) = 9 (a+4b—2c+ (—2a+b+4c)X + (4a — 2b + ) X?).
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