C.B.N° 10 Correction 2012-2013

1. Les ensembles suivants sont-ils desespaces vectoriels ? Si oui, en donner une base.
) E={(x;y;z;)0R*/2x+5y—-z=0}.

(X =(x;y;z;)0E) = (X=x(1;0;2;0+y(0;1;5;0)+t(®;0;1))
E=Vect{(1;0;2;0);(0;1;5;0);(0;®; 1)}

A(1;0;2;08u(0;1;5;)0v( 0;0;0)2(0,0,0,0)= A=p=v=_0C
{1;0;2;0);(0;1;5;0);(0;0;0)Hestune base de E.

i) F={(x;y;z;)OR*/ 2x—-y—-z+t=0 et x+y—-t=0}

(X(xiy;z;9UF) = (X=x(1;0;3;1)+y(0;1;0;1))
F=Vect{(1;0;3;1);(0;1;0;1)} Lewdx vecteurs ne sont clairement pas colinéaires.
{1;0;3;1);(0;1;0;1)}estune baseH

i) G={(x;y;2)0R°/ (x+y—zf=(2x+yF}.

u=(1;1;-1) v=(0;1;0)sontdes vectalesG. u+v=(1;2;-1)nest pas dans G.
G n’est donc pas un espace vectoriel.

2. Onconsidére dank* les vecteurs suivants :
u=(-1;1;1;0),v=(2;1;-1;0), w=(1;1;1), x=(0;0;1;0)ety=(1;0;-2).
Soient E = Vect{u ; v ; w} et F=Vect{x;y}.

a) Quelles sont les dimensionsde E et F ?
Au+uv+yw=0 = A=u=v=0; {u; v; w}est une famille libre donc dimE = 3.

X et y ne sont clairement pas colinéaires donmFdt 2.

b) Déterminer une base de EF.

-a+2b+c=e a= e

at+b+c=e b=2e
XUENF <« X = autbv+cw = dx+ey < o

a-b+c=d c=-2¢

c=-2e d=-3¢

= X =e(u+2v-2w) = ¢-3x+y)
En F=Vec{ (L1 3+ 2

c) Déterminer une basede E + F.
dim(E + F) = dim(E) + dim(F) — dinEn F) =4 donc E + F R*



3. Les applications suivantes sont-elles linéairesdui en déterminer le noyau et I'image.

) fi R7R? 1 fi(x;y52) = (X+2y—2;x+y; 2).

f est linéaire ; Keff) = {0_.} ; f, est donc bijective. Inf) = R’
i) f,: R3-R3/ h(x;y:2z)=(X+y—2;x+Yy;2).
f200;0;1)=(-1;0;1)f20;0;2)=(-4;0; 2% 2f,(0;0;1)

f, n'est pas inéaire.

i) f5: R°2R3/ H(x;y)= (X+y;X=V;X).
f; est linéaire ; Kef§) = {ORZ} ; le théoreme du rang donnefgE 2 ;

Im(fs) = Vect{fs((1 ; 0)) ;fs((0 ; 1))} = Vect{(1; 1; 1); (1; -1; 0)}

iv) i R3OR? [/ §(X;y:2) = (X+y+2z;x—y—22).
f, est linéaire ; Kefg) = Vect{(1 ; -3 ; 2)}; le théoreme du rang donmgfy) = 2 ;

Commef, est a valeur dan®?, Im(f,) = R?.
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1. Les ensembles suivants sont-ils dsespaces vectoriels ? Si oui, en donner une base.
) E={(x;y;z;)0R*/ 5x+y—-2z=0}.

(X =(;y;z;)0E) = (X=x(1;-5;0;0)+2(0;2;1;0+t(®;0;1))
E=Vect{(1,-5;0;0);(0;2;1;0); (®;;0; 1)}

AL;-5;0;0pu( 0;2;1;)0rv( 0;0;0)2(0,0,0,0)= A=p=v=_C
{1;-5;0;0);(0;2;1;0);(0;0; @)} estune base de E.

i) F={(x;y:2)0R®/ (y—zf=(x+y+zf}.

u=(0;1;0) v=(0;0;1) sontdes vectaled. u+v=(0;1;1)n’estpasdansF.
F n’est donc pas un espace vectoriel.

i) G={(x;y;z;)00R*/ x+y—-2z+t=0 et x+z—-t=0}.

(X(x;y;z2;90G) = (X=x(1;-2;0;1)+2z(0;1;1;1))
F=Vect{(1;-2;0;1);(0;1;1;1)} Lekeux vecteurs ne sont clairement pas colinéaires.
{1;-2;0;1);(0;1;1;1)}estune baseF.

2. On considére dank* les vecteurs suivants :
u=0©;1;1;-1),v=(0;1;-1;2), w=(1;1;1), x=(0;0;1;0) et y=(-2;0;1).
Soient E = Vect{u; v ; w} et F=Vect{x;y}.

a) Quelles sont les dimensionsde E et F ?
Au+uv+yw=0 = A=pu=v=0; {u; v; w}est une famille libre donc dimE = 3.

X et y ne sont clairement pas colinéaires doncFdi2.

b) Déterminer une base de EF.

c=-2e a=e

at+b+c=e b=2e
XUOEnF <« X =autbv+cw = dx+ey < o

a-b+c=d c=-2¢

-a+2b+c=e d=-3¢
= X =e(u+2v-2w) = g-3x+y)
EnF=Vec{ £2,1- 39

c) Déterminer une basede E + F.
dim(E+F) = dim(E) + dim(F) — dinfEn F) =4 donc E + F R*



3. Les applications suivantes sont-elles linéairesdu en déterminer le noyau et I'image.

) i RPLRP (XY 2)= (X+y—2zZ;x+2Z;Y).

f, est linéaire ; Kef() = {ORg} ; f; est donc bijective. Inff) = R®

i) B RZZR® [ H(Xy)= (X=y; X+Y; ).

f, est linéaire ; Keff) = {ORZ} ; le théoreme du rang donnefgE 2 ;

Im(f2) = Vect{f2((1 ; 0)) ;f2((0 ; 1))} = Vect{(1; 1; 0); (-1; 1; 1)}

i)  fa:R3-R3/f(x:y:2)=(C+y—2z:;x+y+2z;2).
f3(1;0;0)=(1;1;0)f3(2;0;0)=(4;2;01 20,0, 1)

f3 n'est pas inéaire.

iv)  farRP-RZ/ H(X;y;2=(X+y-2z;x+y—2).
f, est linéaire ; Keff) = Vect{(0 ; 1 ; 1)}; le theoreme du rang donnéffp= 2 ;

Commef, est a valeur danR?, Im(f;) = R?.



