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C.B. N° 8                         - SERIES NUMERIQUES -              Correction 
 
1. Déterminer la nature des séries de terme général : 
 

i) 
2

sin
n

n
u

n
= .  

nu∑  est une série à termes positifs, tels que 
2

1
0 nu

n
≤ ≤ ; 

2

1

n
∑ est une série de Riemann 

convergente donc, par comparaison, nu∑ est convergente. 

ii)   
2

1

1n
nv n= −  . 

On a : 2

ln( )

2

ln( )
1

n

n
n

n
v e

n+∞
= − ∼  donc la série est à termes positifs à partir d’un certain rang. 

De plus, 
3
2

2

ln( )
lim 0
n

n
n

n→+∞
=  (par croissances comparées), donc le critère de Riemann donne 

2

ln( )n

n
∑

convergente. Par comparaison, nv∑ est convergente. 
 

iii)  1nw n n= − − . 

wn = an – an – 1  où na n=  . lim n
n

a
→+∞

= +∞ , donc la série télescopique ( )1
1 1

n n n
n n

w a a −
≥ ≥

= −∑ ∑ diverge. 

 
2. Soit 

0
n

n

a
≥

∑  une série à termes positifs, convergente.  

La série na∑ étant convergente, on a :  lim 0n
n

a
→+∞

= . 

Déterminer la nature des séries de terme général : 

i)   
1n

n
n

na
u

a
a

+∞
=

+
∼ .  

nu∑ est une série à termes positifs ; par comparaison ,nu∑ converge. 

 
ii)  2sinn nv a= . Comme lim 0n

n
a

→+∞
=  : 2

n nv a
+∞
∼   et ( )2

n na o a+∞= , et donc ( )n nv o a+∞= .  

nv∑ est une série à termes positifs ; par comparaison , nv∑ converge. 

 

3. On définit la suite ( ) *n n
u

∈ℕ
 par : 

1

1
ln

2

n

n
k

u n
k=

= −
+

∑  

En étudiant la série de terme général  1n n nv u u+= − , montrer que la suite ( ) *n n
u

∈ℕ
converge. 

*
1 2 2

1 1 1 1 1 1
: ln 1

3 3 2n n nn v u u o
n n n n n n+ +∞

     ∀ ∈ = − = − + = − − +     + +     
ℕ . Ainsi : 

2

5

2nv
n+∞

−
∼ . 

La série de terme général vn est donc de signe constant à partir d’un certain rang.  

De plus,
2

1

n
∑   converge donc 

2

5

2n

−
∑  converge (par linéarité). Par comparaison , nv∑ converge. 

 
Enfin,  la série télescopique ( )1

1 1
n n n

n n

v u u+
≥ ≥

= −∑ ∑  convergeant, on en déduit que (un) converge. 
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4. On considère pour 
23 2 1

,
!n

n n
n u

n

+ −
∈ =ℕ . 

a) Montrer que 
0

n
n

u
≥

∑  converge.   

0
n

n

u
≥

∑ est une série à termes positifs pour n > 0. 1 1n

n

u

u n
+

+∞
∼ , donc 1lim 0n

n
n

u

u
+

→+∞

 
= 

 
.  

Le critère de d’Alembert permet de conclure à la convergence de la série 
0

n
n

u
≥

∑ . 

 
b) Montrer que B = {1 ; X ; X(X – 1)} est une base de [ ]2 Xℝ , et donner les coordonnées de  

P = 3X2 + 2X – 1 dans cette base. 
B est une famille de trois polynômes de [ ]2 Xℝ  à degrés échelonnés, c’est donc une base de [ ]2 Xℝ . 

De plus, P = 3X2 + 2X – 1 = -1 + 5X + 3X(X – 1). Ses coordonnées dans B  sont donc (-1 ; 5 ; 3). 
 

c) En déduire 
0

+∞

=

∑ n
n

u , en sachant que 
0

1
e

!

+∞

=

=∑
k n

. 

  
2

0 0 0 0 0 0

3 2 1 3 ( 1) 5 1 ( 1) 1
2, 3 5

! ! ! ! !

n n n n n n

n k
k k k k k k

k k k k k k k k
n S u

k n k k k= = = = = =

+ − − + − −
∀ ≥ = = = = + − =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

2 1 0

1 1 1
3 5

( 2)! ( 1)! !

n n n

k k kk k k= = =

+ −
− −

∑ ∑ ∑ .  

Ainsi, après changements d’indices et passage à la limite :  
0

lim 3 5 7k n
n

k

u S e e e e
+∞

→+∞
=

= = + − =∑ . 

5. Existence et calcul de 
1

+∞

=

∑ n
n

u  où 
( )

1

2 2
=

+ + +
nu

n n n n
. On se ramènera à un télescopage. 

En multipliant par l’expression conjuguée, on a : 

( )

1 1 1
1,

2 2 2 2 2
nn u

n n n n n n
∀ ≥ = = −

+ + + +
. 

Ainsi, 
1 1 1

1 1 1 1 1 1
1,

22 2 2 2 2 2 1 2 2

n n n

n k
k k k

n S u
k k n n= = =

∀ ≥ = = − = + − −
+ + +

∑ ∑ ∑  

(par télescopage). 
1 1

lim
2 2 2

n
n

S
→+∞

= +  , on en déduit que 
1

n
n

u
≥

∑ converge, et 
1

1 1

2 2 2
n

n

u
+∞

=

= +∑ . 

 

  



Math Sup ICAM Toulouse                                                                                               CB08 

C.B. N° 8                         - SERIES NUMERIQUES -              Correction 
 
1. Déterminer la nature des séries de terme général : 

i)  
2 2

1

cosnu
n n

=
+

. 

nu∑  est une série à termes positifs, tels que 
2

1
0 nu

n
≤ ≤ ; 

2

1

n
∑ est une série de Riemann 

convergente donc, par comparaison, nu∑ est convergente. 

ii)  
1 1

2

n

nv
n

 = + 
 

 . 

On a : 
1 2 11 1 2lnln
22

2

n on
n nn

n n

e
v e e

      + ++      
      

+∞ +∞
= = ∼  donc la série est à termes positifs à partir d’un certain rang. 

De plus, 
1

2n
 est le terme général d’une série géométrique convergente, donc par linéarité, 

2

2n

e
 

également. Par comparaison, nv∑ est convergente. 
 

iii)  ( )cos cos 1nw n n= − − . 

wn = an – an – 1  où cosna n= .  (an) n’a pas de limite en l’infini, donc la série télescopique 

( )1
1 1

n n n
n n

w a a −
≥ ≥

= −∑ ∑  diverge. 

 
2. Soit 

0
n

n

a
≥

∑  une série à termes positifs, convergente.  

La série na∑ étant convergente, on a :  lim 0n
n

a
→+∞

= . 

Déterminer la nature des séries de terme général : 

i)   

21
21 cos n

n
n

n

n

u
a

a

a

a +∞

−= ∼ . nu∑ est une série à termes positifs, et comme na∑ converge, il en est de 

même de 
1

2 na∑ . Par comparaison de nu∑ . 

 

ii)  2
n nv a=   . Comme lim 0n

n
a

→+∞
= , ( )2

n na o a+∞= , et donc ( )n nv o a+∞= .  

nv∑ est une série à termes positifs ; par comparaison, nv∑ converge. 
 

3. On définit la suite ( ) *n n
u

∈ℕ
 par : ( )

1

1
ln 2

1

n

n
k

u n
k=

= −
+

∑  

En étudiant la série de terme général 1n n nv u u+= − , montrer que la suite ( ) *n n
u

∈ℕ
converge. 

*
1 2 2

1 1 1 1 1 1
: ln 1

2 2 2n n nn v u u o
n n n n n n+ +∞

     ∀ ∈ = − = + − = − − − +     + +     
ℕ . Ainsi : 

2

3

2nv
n+∞

∼ . 

La série de terme général vn est donc de signe constant à partir d’un certain rang. 

De plus,
2

1

n
∑   converge, donc 

2

3

2n
∑  converge (par linéarité). Par comparaison, nv∑ converge. 

 

Enfin,  la série télescopique ( )1
1 1

n n n
n n

v u u+
≥ ≥

= −∑ ∑  convergeant, on en déduit que (un) converge 
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4. On considère pour 
22 2

,
!

− +
∈ =ℕ n

n n
n u

n
. 

a) Montrer que 
0

n
n

u
≥

∑  converge. .  
0

n
n

u
≥

∑ est une série à termes positifs . 

1 1n

n

u

u n
+

+∞
∼ , donc 1lim 0n

n
n

u

u
+

→+∞

 
= 

 
. Le critère de d’Alembert permet de conclure à la convergence de la 

série 
0

n
n

u
≥

∑ . 

 
b) Montrer que B = {1 ; X ; X(X – 1)} est une base de [ ]2 Xℝ , et donner les coordonnées de  

P = 2X2 – X + 2 dans cette base. 
B est une famille de trois polynômes de [ ]2 Xℝ  à degrés échelonnés, c’est donc une base de [ ]2 Xℝ . 

De plus, P = 2X2 – X + 2 = 2 + X + 2X(X – 1). Ses coordonnées dans B  sont donc (2 ; 1 ; 2). 
 
 

c) En déduire 
0

+∞

=

∑ n
n

u , en sachant que 
0

1
e

!

+∞

=

=∑
k n

. 

2

0 0 0 0 0 0

2 2 2 ( 1) 2 ( 1) 1
2, 2 2

! ! ! ! !

n n n n n n

n k
k k k k k k

k k k k k k k k
n S u

k n k k k= = = = = =

− + − + + −
∀ ≥ = = = = + + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

2 1 0

1 1 1
2 2

( 2)! ( 1)! !

n n n

k k kk k k= = =

+ +
− −

∑ ∑ ∑  .  

Ainsi, après changements d’indices et passage à la limite : 
0

lim 2 2 5k n
n

k

u S e e e e
+∞

→+∞
=

= = + + =∑ . 

5. Existence et calcul de 
2

+∞

=

∑ n
n

u  où 
( )

2
ln 1

1

  =  −   + 
nu

n n
. On se ramènera à un télescopage. 

On a : ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( 2)( 1)

2, ln 1 ln ln 2 ln 1 ln ln 1
( 1) ( 1)n

n n
n u n n n n

n n n n

   + −  ∀ ≥ = − = = + − + − + −     + +   
. 

Ainsi, 2n∀ ≥  on a: ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2 2

ln 2 ln 1 ln ln 1
n n n

n k
k k k

S u k k k k
= = =

= = + − + − − −∑ ∑ ∑     

( )
2

ln 2 ln 3 ln ln ln 3
n

n n
n

 + = + − − = −  
  (par télescopage).  

1
lim ln

3n
n

S
→+∞

= , on en déduit que 
2

n
n

u
≥

∑ converge, et 
2

1
ln

3n
n

u
+∞

=

=∑ . 


