C.B.N°8 - SERIES NUMERIQUES - Correction

1. Déterminer la nature des séries de terme général :

. |sinn|
i) u, = pr
s iy 1 1 - .
Zun est une série a termes positifs, tels Quau, < —; Z—Zest une série de Riemann
n n
convergente donc, par comparaisdnu, est convergente.
1
i) v,=n" -1,

In(n)
In(n
Ona:v, =e"™ - (")
N

donc la série est a termes positifs a partir demain rang.

In(n)

®In(n
De plus, lim nz2—-*~ ( ) =0 (par croissances comparees), donc le critere dedrie donnez
n’

n- +oo

convergente. Par comparaison,v, est convergente.

iy  w =+v/n-+/n-1.
Wn=an—an-100a, =v/n . lim a, =+, donc la série télescopiqle w, = > (a, - a,., ) diverge.

n— +oo
n=1 n=1

2. Soit Zaq une série a termes positifs, convergente.

n>0

La série)_a, étant convergente, on alim a, =0.

n- +oo

Déterminer la nature des séries de terme général :
a,
a,.

) u _1+34q*°°

n

> u, est une série & termes positifs ; par comparaidon, converge.

i) v, =sin"a,. Commelim a,=0:v,~ & eta;=0,(a), etdoncy, =0, (a,).

n- +oo

> v, est une série & termes positifs ; par comparaige, converge.

3.0n définit la suitgu,) . par:u, = 1 hn
ne — 2+ k

En étudiant la série de terme génévak u,, —u,, montrer que la suitg, ) . converge.

. 1 1 1 1 1 1 o —5
UnON v =u, =———-In|1+= |=——~| =—— |+0| — |. Ainsi : Vv, ~—
e Y ( j+°°3+n (n Zﬁj (r’?j "+ 202

La série de terme génémglest donc de signe constant a partir d’un cereaig.r

De plus,zn—l2 converge donczz_—r?2 converge (par linéarité). Par comparaisoﬁvn converge.

Enfin, la série télescopiqu® v, = > (u

n=1 n=1

u,) convergeant, on en déduit qug)(converge.

n+l -

Math Sup ICAM Toulouse CBO08



2 _
4.0n considére poune N, u = 3n+f|2nl

a) Montrer que) _u, converge.

n>0

-+
>0 un +o n - +oo un

s . . (u
Zun est une série a termes positifs pour 0. Yy ~1, donc lim (L“J =0.

Le critére de d’Alembert permet de conclure a lavergence de la sérig u, .

n>0

b) Montrer ques = {1 ; X ; X(X — 1)} est une base d&, [X] , et donner les coordonnées de

P = 3% + 2X — 1 dans cette base.

.5 est undamille de trois polynémes d&,[X| & degrés échelonnés, c’est donc une bafe 4x|.
De plus, P = 3X+ 2X — 1 = -1 + 5X + 3X(X — 1). Ses coordonnéessid sont donc (-1; 5 ; 3).

+00 =<1
c) En déduire) _u, , en sachant qugﬁ =e.
k=0 '1-

n=0

n n3k?p2k—1 NK(k— Dt k- 1 N k(e 1) N ks 1
SR IL D Vet n! > e 2w Ak

o1 o1 1
3Z(k—2)!+5z(k—1)!_zﬁ'

k=2 k=1 k=0

00
Ainsi, aprés changements d'indices et passagéiraita : » "u = lim S =3et5e- e=7 .
k=0

N—+o00

. - 1
5. Existence et calcul d¢ u, oluu = .On se ramenera a un télescopage.
g "7 ndnt2+(n+2)Wn

En multipliant par I'expression conjuguée, on a :
1 1 1

- Wn+2+(n+2vn 2/n 2/t 2
I L 1 L 1 1 1 1 1
Ainsi, Vn>1,§ => y= - ==+ — _
; ;2& ;2\/k+2 2 2/2 2/ntr1 2Unt z
(par télescopage)lim Sn—£+i on en déduit qud " u, converge etiocu S
ot 20 242 = T4 2 22
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C.B.N°8 - SERIES NUMERIQUES - Correction

1. Déterminer la nature des séries de terme général :

)] u = 1
" n’+cosn’
PP i 1 1 - :
> u, estune série & termes positifs, tels quay, <—; > — est une série de Riemann
n n
convergente donc, par comparaisQnu, est convergente.

y (1 1Y
ii) V"_(§+ﬁj .

1), 2 1
Ona:v, = emn[E+Ej = en[m[Ej " O(ED ~ e_i donc la série est a termes positifs a partir denmain rang.

+00 +00 2
1 ., , . o, e
De plus,— est le terme général d’'une série géomeétrique cgewee, donc par linéarité—
2" 2"

également. Par comparaisop, v, est convergente.

i)  w, =cosn- cogn- 1.
Wh = anp—a,-1 0U &, =cosn. (a,) n'a pas de limite en l'infini, donc la série tet@pique
> w,=>(a,-a,) diverge.

n=1 n=1

2. Soit Zan une série a termes positifs, convergente.

n>0

La sérieZan étant convergente, on alim a, =0.

n- +oo

Déterminer la nature des séries de terme général :

1
: 1-cos, Eaﬁ s . :
) u = ~ .Y u, est une série a termes positifs, et conne, converge, il en est de
n q] o0 a'] n

méme deZ%an . Par comparaison dE u, .

i) v,=a% .Commelim a,=0, a’=0,,(4a,),etdoncv,=0,_,(4q,).

D _v, est une série & termes positifs ; par comparai3on, converge.

L . no1
3. On définit la suit . par:u =In(2n)— Y —
ini ui e(un)neN par :u, = In(2n) > Tk

En étudiant la série de terme générak u,,, — u,, montrer que la suitgu,)  converge.

ne

. 1 1 1 1 1 1 o 3
OnON :v = -u=In|1+=|- S e -+0| — |. AInsi : v, ~—.
0= tha T b ( nj 2+ n+°°(n erj 2+ n (ﬁ} "+ 2n?

La série de terme génénalest donc de signe constant a partir d’'un certaig r

De plus,zn—l2 converge, donczz—f]’2 converge (par linéarité). Par comparais@yn converge.

Enfin, la série télescopiqugvn :Z(um— un) convergeant, on en déduit qug)(converge

n=1 n=1
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2n° —n+2
n! '
a) Montrer queZun converge. .Eun est une série a termes positifs .

n>0 n>0

4.0n considére poune N, U, =

u
Y 1 , donc lim ( ”*1J =0. Le critere de d’Alembert permet de conclure edavergence de la

u *n’ notel U
série) u, .

n>0
b) Montrer ques = {1 ; X ; X(X — 1)} est une base d&, [X] , et donner les coordonnées de

P = 2X - X + 2 dans cette base.
.5 est undamille de trois polynémes d&,[X| & degrés échelonnés, c’est donc une bafe 4x|.

De plus, P = 2X— X + 2 = 2 + X + 2X(X — 1). Ses coordonnées d&nsont donc (2 ; 1 ; 2).

c) En deduwez u,, en sachant qug— =

n=0
2k? —k+ 2 2k(k— 1)+ k+ 2 k(k— l) 1
228343 -3 Sy D,k
k=0 k=0 k! nl k=0 - k=0 k

n n 1
Z(k 2)I+Z(k 1)! ZE'

k=2

+00
Ainsi, apreés changements d’indices et passagéinaita : ) "u, = lim S =2et et2e=5«
k=0 N— 400

+00
5. Existence et calcul d& "u, ouu, =In [1—

]. On se raménera a un télescopage.
n=2

2
n(n+1)

- In[w}: in(n+ 2~ In(n+ 3— In(n)+ In(n— 1.

Ona:Vn>2,u = (1)

m[l__
n(n+1)

n

Ainsi, Yn>2on a:S, = ZUK Z(ln k+2)—In( k+-1))—> (In( K—In( k-1))

k=2 k=2

n+2

=In(n+2)—In3—Inn= In[ ] In3 (par télescopage).

1
lim S, _In§ on en déduit qugu converge, etZu _Ing

nN—+o00 n>2
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