C.B. N°13 SERIES NUMERIQUES Correction

1. Déterminer la nature de la série de terme générain=1) dans les cas suivants :

On remarque tout d’abord que toutes les sérieddasnées sonpositives

i) u,=In [1+£j ~= par comparaison a une série de Riemann dlverg@u;, diverge
nj+n n=1

. 1 1 . N , . .
i) u, =1- co{— S par comparaison a une série de Riemann converg®nie, converge
n )+ 2n

n=1

n- +oo
nz1

- -1
A A iy " .
i) u,=p (1—— ~e™, or lime” =1 donc la seneZun est grossierement divergente.
n +00

2. Etablir la convergence, puis déterminer la sommkad;érieZln [1—%}
n

n=2

(on fera apparaitre un télescopage).

1) -1 - L i : Lo
In(l——zj ~— ; le terme général de la série considérée esgde sonstant, équivalent au terme
n® J+n

L - . 1
général d'une série de Riemann convergente, @m(l——zj converge.
n

n=2

On>2, In(l—izj: In[wj: In(n+1) - In(n) = (In(n) = In(n=3) =v,,, -, ou

n n

Onx=2, v, =In(n)-In(n-1) ; la série est donc une série télescopique et comme

n

. . n L. = 1
lim v, =limIn (—j =0, la série converge, et sa somme vaEI:n (l——zj =-Vv,=-In2.
n

o+ o+ -
fo e e n l n=2

3. a) Soit (U, une suite numérique. Montrer que si la sérieedmée général,, et la série de terme

généralu,.; convergent, alors la série de terme géndgrabnverge et que dans ce cas,
+00 +00 +00

Zun =Zu2n +Zu2n+1'

n=0 n=0 n=0

On note :OnON, P, =Y Uy, [, =D Uy, €S =D u,.
k=0 k=0 k=0

Ona:S§ =P, OnON',S, =P, +I,_, etOnON,S,, =P, +1,

h+1T

+00 +00
Si ZUZK etZu2k+lconvergent, alors/) et () convergent versZu2k etZu2k+lrespectivement, et
k=0 k=0

+00 +00 +0o +oo

(Sn) €t Sne1) CONVErgENt VEr Uy, + Y Uy, . Ainsi (S;) converge verd Uy, + > Uy, .
k=0 k=0 k=0 k=0

1 . 1 1

— . Justifier queZu2n et ZUZM convergent :u, =-— et u, ,~-—— donc par

n 1 4n o 4n

comparaison a une série de Riemann converg@uﬂaZh et ZUM convergent

nx1

b) On noteu, =

+00 772 +00
et, sachant que u, =—, calculer .
W2t =75 DM p—

+00 +00 +00
d’apreés la question précédente, on sait jtie, converge et qu U, =D Uy + D Uy, |
n=1 k=1 k=1 k=0
= T
X —
6

. . +00 +00 n.2
On en déduit QU Uy, =D U =D Uy =—~
k=0 k=1 k=1 6

]7_2
—8.
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C.B. N°13 SERIES NUMERIQUES Correction

1. Déterminer la nature de la série de terme géngrgh>1) dans les cas suivants :
On remarque tout d’abord que toutes les sérieddasnées sonpositives

i) u :cos(l—zT—lj = sin(lj o par comparaison a une série de Riemann diverg@u;,
n nj+n pe)

. 1 . (1 1 ) . L. .
i) u ==-sin| =|~—— par comparaison a une série de Riemann converg@ttﬁ, converge
“n n )+« 6n°

n=1

-2In(n) -2In(n)
n ) =e " or lime " =1doncla sérieZun est grossierement divergente

n n- +oo

i) u =p

n=1

. n+1
2. a) Donner la nature de la serEIn (—] .

n>2 -

+
In(n—ﬂ = In(1+ ilj _2 ; par comparaison a une série de Riemann diver,g@u; diverge.
n-— n-— oo N n=2

b) En faisant apparaitre un télescopage, établionaergence, et déterminer la somme de la série

S (-1)" |n(“_jj .

n=2 n

()"0 22 =0 i+ (97 ) =((- 97 () (-3 = 3) =i,

ol On=2,v, = (—1)”_1 In(n) +(—])”_2 In(n— 1); la série est donc une série télescopique et comme
lim v, = lim (-1)""In (Lj =0, la série converge et sa somme vit(:—l)n In(n—JFS =-v,=In2

n- 40 N +o0o n_l = n-—

3. @) Soit (Uy) une suite numérique telle quen u, =0.

n- +oo

Pour toutn, on notev, = Uy, + Uope.

+00 —+00
Montrer que les sérieEun et an sont de méme nature, et qu’en cas de converg@mq; Zvn
n=0 n=0

Onnote :OnON, R, =)'y, etS =>u,. Ona:OnON,S,,, =P, etS, =P, -u,,,
k=0 k=0

+00
Si Zuk converge, alors3,.1) converge versZuk , et PP,) converge vers la méme limite ;
k=0
+00
Si ka converge, alorsS,n.1) converge verSZvk et, commenlinj u, =0, (Sn) converge vers la
k=0 -
+00
méme limite ; §,) converge donc verEvk .
k=0

. . . -1)"
b) Etablir la convergence et la somme de la sériemee générall, :Ln, n=2.
n(n +(-1) )

On=2,u,, +u,,,=0, et limu, =0 ; on déduit de la question précédente que la sEn'uﬁ

- e n=2
+00
converge et qué_u, =0.

n=2
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