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| Soit f définie surR par f(x) :m pour x#0 etf(0)=1

2
1°)f(x) :1—X—+00(x2) donc f est continue et dérivable en 0, admetdéeald : y = 1 pour

tangente en ce point a la courhyed® la courbe est sous cette tangente.

X > —Arctanx X
2°) Pour xOR', f'(x)=1¥X et f‘(0) = 0, donc h(x) =3 '(x) = T - Arctanx.
X X
02
h'(x) :LZ <0, d’ou les tableaux de variation de h et de f:
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3°) Courbe représentative :

1
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r
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F(x) pour x20etg(0)=a , alR.

On note F(x) :J'Oxf(t)dt ; on définit g par : g(x) =——=
X
4°) a)f est continue suR donc F est définie et dérivable SRret g est définie et dérivable sRr*.

3
b)F(X) =x—-—+0, (x3) ; donc il existea = 1 tel que g continue et dérivable en 0 avec g{0)

5°) Ox OR", X*g'(x) + xg(X)= Xz(xf (%) _2 F(X)j+ X F(x) =xf (X) = Arctan x.
X X
Pour x = 0 cette égalité reste vraie, efiedonc vraie pour tout réel x.




6°) Ox OR", F(X)F'(x) = xg()(g(x) + xg'(x)) = g(X)(xg(x) + 5g'(x))
= g(x)Arctan(xx gg(x)

7°) OxOR", en intégrant sur [0, x] I'inégalité précédente abtient :

X F(t)F'(t)olts’—ZT [ g(t)dt:@s—z [ gtat car F(0y

= ( j:f(t)dt)z <1 g(t)c

[l 1°) a)

e Supposons Inf){ = Im(g).
Soit xUE. g(x) U Im(g) = Im(f) donclyIE/ g(x) =f(y). Ona:fog(x) =fof(y) =f(y) =g(x),
dou fog=g. De mémegof = f.

» Réciproguement, sif og=g alors Im§) O Im(f),
side plus gof=f, alors Im{) [JIm(qg).

b)
* Supposons Kelf() = Ker(@ ).
Soit XLJE. x —g(x) U Ker(g) = Kerf) doncf(x —g(x)) =0, doncf(x) =f o g(x).
De mémegof= g.

» Reéciproguement, sif o g=f alors Ker(g)Ll Ker(f),
side plus gof= g, alors Kerf) [ Ker(q).

2°)

. ¢ + g est un projecteur)

- (f+g= (f+go(f+g)=f>+fog+gof+g®=f+fog+gof+q)
= (fog+gof=0).
Donc (i) = (ii)

e Si fog=-gof, alors en composant péra gauche on afofog=-fogof donc

fog=-fogof, et en composant para droite, on afogof=-gofof donc
fogof=-gof.
Onadoncfog =gof =-gof,dou fog=gof =0.
Réciproguement, siog=gof =0, on abiefiog=-gof.
Donc (ii) = (iii)

» Par transitivité de la relation d’équivalence, cauasi (i) = (iii)

3°) Si f etg commutent :
a) (fog)o(fog)=fofogog=Ffog doncfogestun projecteur.

b) On a toujours Inf(0 g) UJ Im(f), et commd etg commutent, Inf(log) = Im(@of) [ Im(g),
donc Im(fog) O Im(f) NIm(g).

SixOIm(f)NIm(g), Qa;b)d E tel que x =f(a) =g(b).
On adonc: x $0 f(a) =f(a) =f o g(b) donc xJIm(f o g). Donc OIm(f)NIm(g) OIm(fo g).
En conclusion: Imfog) = Im@) MNIm(g)



4°) On suppose que Impg)0Im(g) et Kerf) O Ker(@of).
Soit XLJE. fog(x) U Im(fog) U Im(g), doncylUE tel quefog(x) =g(y).

Ona:gofog(x)=9(y) =fog(x).
D’autre part,g(x) —x [ Ker(@) LU Ker(@of) doncgof(g(x)) =gof(x).
Finalement:f o g(x) =g o f(x).

Il On munit E R* de laloi * telle que :0(x;y)JE?, x*y = In(& + & — 1).
a) O(x;y)OE?*, x=0ety=0doncé&+¢& —1= 1 et x*y=0. La loi est donc interne.
b) La commutativité est évidente.
Soient X, y et z dans E.
(x*y)*z = In(e* + & - 1))*z =In (e'”<e*+e“1>+ el- 1) =In(@+&-1+&—1)=In@+¢& +&—2).

Par symétrie, on a également x * (y * z) = Infee’ + € - 2).
Laloi * estdonc associative.

OxUE, x*0=0*x =x donc 0 est le neutre pour la*o

SoitXOE. x*'=0 < In(@+& -1)=0 « &+ -1=1 & =2-4§.
On en déduit que x admet un symétrique pour lasbiet seulement si 2 e 0, c’est-a-dire
0 < x <In(2). Alors le symétrique de x est In(2%.e



