CCN°4 Math. Sup. 2011-2012 Correction

| 1°)Fi={(x;y;2)OR*/x-y—-z=0}={(y+2z;y;2z)(y;z)OR?}
=Vect{(1;1;0);(1,0; 1)}

B={(x;y;z2)0R*/x—-y+z=0 et 2x+y—z=0}={(0; W) /yOR}
=Vect{(0;1; 1)}

2°) On vérifie rapidement que la famille {(1;1;;0L; 0;1);(0; 1; 1)} est une famille
libre de E. Comme dim(E) = 3, c’est une base.
Ainsi on peut prendres= F. Alors EnE=F et R+ R =F.

Remarque : Il existe d’'autres supplémentaires gadBns E. On a:
dim(F + ) = dim(R) + dim(R) —dim(Fn K) =4 —dimE n R) < 4.
Si F; est différent de £ alors on a nécessairement diint F;) =1, et k + iR = E.

[l 1°) Soientfet g deux éléments de F &tun réel.

(f+Ag)(n)+a(f +Ag)(n-1)+a,(f +Ag)(n-2)=

f(n)+a, f(n-1)+a,f (n—2)+)\(g(n)+a1g(n—])+azg(n— 2))= 0
De plus, la fonction constante égale a 0 est dans F

(OnOZ)

2°) Si une fonctiorf de F vérifief(1) =a et f(2) =b, alors on a nécessairement
f(3)=-a f(2)-a, f (1) et définissant de proche en prochgusqu'an— 1 A0N), on a
nécessairementf (n)=-a, f (n-1)-a, f (n-2).
De méme, on construitsur les négatifde proche en proche en prenant pour tout entier
natureln: f (-n)= —i(a1 f(-n+1)+ f (-n+2))

a,

La fonctionf construite ainsi est bien dans F, et c’est lasseé@tifiant les conditions voulues.

3°) Soit (A; ) OR? tel queAd, +pd, =0. Alors, Ad, (1) +ud,()=0d'ou A =0 et
A, (2) +pd,(2) =0 dot p=0. La famille {p,; ¢,} est donc une famille libre de F.
De plus pour tout fonctiohde F, on a:

f(1) = (f(1)9,(1)+f(2) 9, (1)) etf(2) = (f(1)$,(2)+1(2) d, (2)).
Les fonctions de F étant définies par leurs valeur§ et 2, on a :
f = 1f(1)¢,+1(2)9,. La famille {¢,; ¢,} est donc une famille génératrice de F.

En conclusion, la famille §,; ¢,} est une famille base de F.
4°) Si festdans F, on a pour tautle Z : @" +aa" ' +a,a"?=0 donca’*+aa+a,= (.

La réciproque est immédiate, ddnest dans F si et seulemenissiest solution de I'équation
X*+ax+a,=0

T.S.V.P.



5°) On suppose que’ > 4a,, I'équation x* + a, x +a, = 0 admet donc deux solutions réelles
distinctes.

Soit (A; 1) OR? tel queAf +pg =0.

Pourn=0,0naA+u=0, etpoum=1,ona:\a+pB=0;donc A=-u et A(a-B)=0

Commea #B,ona:A=u=0 . Lafamille {f; g} est donc libre. Comme onavu ala
question 3°) que dim(F) = 2f { g} est une base.

6°) On suppose que’ = 4a,, I'équation x* + a, x +a, = 0 admet donc pour unique solution

y:—%. PourtoundeZ ona:

h(n)+a h(n-1)+a,h(n-2)=(n-2)y" (y +a1y+a2)+yn (y+a)=C
h est donc dans F.
On sait que la fonctiok définie pour touh de Z park(n) = )" est dans F.

Soit (A\; 1) OR? tel queAh+pk =0 ; pourn=0, on au =0, et poum =1, on a A =0.
La famille {h ; k} est donc libre. Comme dim(F) = 2, c’est une bdad-.

Il SoientIN*et A,=nX"'-(n+1)X
1- nON*et A,=nX"'-(n+1)X : O(Q,RUIK[X])?/ A,=(X-1)Q + R avec
d°(R)<1, donc R constant et@) =-1 = R.
Alors : Ay + 1 =nX" —nX" = X"+ 1 = nX'(X-1) — (X-1)(X" + X"+ ... + 1)
Donc A, = (X-1)(nX" = (X" + X"+ ... + 1)) - 1.
2- Soit $=nX"-X"1- . -X-1.
a) Sy(1) =n-n=0, donc,Rest divisible par (X - 1).
b) XML 1=(X-1) X+ X"+ ... +1).
c) En dérivant on obtient :
+D)X = X"+ X"+ .+ 1+ nXt+ (n-D)X2+ L+ 1,
donc: §=nXx"- (X" + % FX24 4 1)
= (X -1)(nX*+ (n-1)X"% + ... + 1)
3- An=(X-1)S-1=(X-1fnX"t+ (n-1)X2+ ... +1)-1

IV 1- 1, = j}é(xﬂ xi-l-l dex—l (\/56+1]—%T=In(3(\/§—]))—7—g
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