CCN°5 Math. Sup. 2011-2012 2 h

1)

1

2-
3-

4-
5-
6-
7-
8-

9-

Soit E =R 5[X] 'ensemble des polyndmes de degré inférieurégal a 5. On note ;E
'ensemble des polynémes impairs de E gidhsemble des polynémes pairs de E.

Justifier que {¥; X*: X?; X3 X*; X%, { X 1 X3 X%} et {X©; X?; X% sont des bases de E,
E; et E respectivement.

Montrer que Eet E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentiares

Montrer que l'application f qui a tout polyndme B B, associe le polynéme f(P) défini par
f(P) = (X + X®P” — XP’ est un endomorphisme de. E

Déterminer 'image par f de la base%Xx*; X*} de E,.

Déterminer Ker(f).

Déterminer A={d] R telque 1 P .EO}/f(P)=a.P}.

Déterminer, pour tout a de A, 'ensemblg=Rer(f — a.ld).

Montrer que I'application g qui a tout polynéme & g associe le polynéme g(P) défini par
g(P) = 2XP — P’ est un homomorphisme dal&ns E

Déterminer I'image par g de la base’fXX?; X* de E..

10- Montrer que g est un isomorphisme geshr E.
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On considére un K-espace vectoriel rité&t 'on noteS(E) = {ullL(E) tq u® = u?}
Soit 'endomorphisméde R*défini par :
Oy, d0R3, f(x;y;2)=(0;x;2)
Montrer quef [ S(R3) et déterminer Kefet Imf.

On considére maintenant un endomorphisrde SE).

Que peut-on dire desi I'on suppose gu'il est inversible ?

On suppose dans cette question queWer{0}. Montrer queu = id.

Soit A OK\ {0 ;-1}. Montrer que 'endomorphisme=u + A idE est inversible.
On suppose dans cette question queltkeKer u”. Montrer queu est un projecteur.
Dans la suite on suppose que Ke# {0} et que Keu # Ker u.

Déterminer poun = 3,u". En déduire queE = Keru? O Im U2

Montrer que Ker? est stable par et déterminer la restriction dga Imu?.

Soitv la restriction das & Keru?. Montrer quer est nilpotent.

Soit f la fonction définie suR® par :

Xy’ +tan( y“)

- N7 i z X
fY) =] x+y? st ky)z (0.0,
0 siXy ¥ (0,
Montrer que f est continue siit?.
Montrer que Cl(RZ) .
2 2
Calculer ot (0,0) et o (0,0).
oxay dyox
Que peut-on en conclure ?

Bareme : |1 =9 points, Il =8 points, Ill =gdoints .



