CCN°5 Math. Sup. 2011-2012 Correction

1- X% X X% X3 X% XL { XY X3 X et {X°; X%; X% sont des familles libres de E; Bt
E, respectivement car les polyndmes sont de degnés @eleux différents. Les dimensions
des espaces correspondant aux nombres d'élémerfentles, ce sont des bases
2- E; et B sont deux sous-espaces vectoriels supplémentdé@el car la somme de leurs
dimensions est la dimension de E et le seul polgnpair et impair a la fois est le polynédme
nul.
L'opérateur de dérivation étant linéaire, f estdiine et P élément de Enplique f(P) élément
de B car f(aX + bX? + cX%) = 8aX' + 12aX + 2X°, donc f est un endomorphisme de E
4- f(X% =0;fx®) =2X°; f(X* =8x*+ 12X
5- Ker(f) = Vect(X).
6- A={alJ R telque:UJ AJ B&{0}/f(P)=a.P}={0; 8}.
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Pour P = aX+ bX? + cX° élément de Fon a :

g(P) = g(@X + bX? + cX°) = 2aX + 2bX¢ + 2cX — 4aX — 2bX est élément de E
et g linéaire, donc g est un homomorphisme gdsuEE.

9- g(X% =2X; g =2X-2X; g(X) =2X-4x".

10- g est un isomorphisme dg &ur g car il transforme une base en une base.

0
B, = Ker(f) et 3;=Vect{§ X4+ X? +X_} .
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R* - R®
. 3 est définie de la méme facon.
(x,y¥,2~ (0,0,2)

Kerf={(x;y;2 OR*/ x=z=0}={(0;y;0)/y0R} =Vect{0;1; 0}
etimf={(0:x;2)/(x;z)0R*}={x(0;1:0)+z(0;0;1)/(x;zJR?}
=Vect{(0;1;0);(0;0; 1)}

SiuJGL(E), notonsu™ son inverse. Commg o (u —id) = 0, en composant deux fois &

gauche pau™, on trouve quel —id = 0.

SoitxJE. Comme ¢ — 19)(x) = 0, u(U?(x) — u(x)) = 0 alors le vecteur (x) — u(x) est dans

Keru et il est nul. Comme(u(x) — x) = 0,u(x) — x LI Ker u et doncu(x) = x. Commex est

arbitraire, on a bien = id.

4- On au=v-A\ id et puisquer® = U? on en tire une relation polynémiale satisfaite\pa
(v—X id)® = (v—A id)® et en utilisant la formule du bindmedt id commutent), on trouve que
V4 (BN — IV + BN+ 20)v - (AP +A) id = Qg

f est clairement linéairef ?: {
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(V + (-3 — 1)v+ (3\? + 20)id)

On en déduit que est inversible et quevi' = Y
SoitxJE. Commeu®(X) = u*(X), u?(u(x) — x) = 0 et donai(x) — x LI Ker u?.

Mais comme Ket?® = Keru, u(x) - x L Ker u et doncu(u(x) - x) = 0, donau?(x) = u(x).
Commex est arbitrairey® = u et doncu est un projecteur.

Commeu® =2 par récurrence on montre g >3, u” = u%. Alors puisquas® = u?, on en
déduit quas® est un projecteur et d’aprés le cours GueKeru? O Im u?

SoitxUKer U2 Alorsu(x) LUKer u?. SoitxUIm U2 1l existex,LIE tel quex = U?(xo).

Alors u(x) = u¥(Xo) = U*(Xo) =x. Donc la restriction da & Imu® est l'identité de Imr.
SoitxUKer U2 v4(x) = u’(x) = 0. Par conséquent = 0 et donw est nilpotent.
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- fest continue sufRz) comme sommes, produits et composées de fonctimuaes.

p’ cosd sin g+ tarﬁ,o4 siﬁe)
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De plus, lim f(x Yy =lim

(x;y) - (0;0) p-0 Yo,
4 . 4 .
—iim 2 cosé Slﬁ§+p sitg =0=(0;0)
p-0 p
doncf est continue suR”.
3 2
of X2+ y?) -2 xy'+tan( y
- (xy)2(0;00=>— (xy)= ( ) X( : ( )) et
0X (X2 + y2)
of (3xy2+4y3(1+ tarf( yd)))( X+ )/2)— 2)( X)7+ ta|(| )f)) af of
—(xy)= 5 et — sont
oy (2 + ) “ox oy
continues su(Rz)* comme sommes, produits et composées de fonctmmsuaes, donc
fDCl((RZ) ) . f(t;0)- 1 (O, 0) (O 0) f(O;t) f(0; O) (O 0)
st t t
5
et lim —(x; y) —Ilm & H& =0 ——(0 0) avech fonction bornée (de méme eny).
(x:y) - (0:0) X

Doncf DCl(]R{Z)

" 0)-2 (00

A 2
jim Y. o "_0=9T 00 et
t-0 t oxay
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Ton-S @0 L g
lim 90X X =lim L =1=
t-0 t t-0 t

9% f 921

- Donc —— ay0 (O 0)# —— (0;0), doncf OC? (]Riz) d'aprés le théoréme de Schwarz.
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