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I) Soit n un entier strictement positif. On considère l’équation différentielle : 
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1) Résoudre les équations (E1), (E2) et (E3) sur ] [0,+∞ . 

2) Pour x ] [0,+∞ , on pose : 
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Exprimer la solution générale de (En) sur ] [0,+∞  à l’aide de la fonction Фn. 

3) En remarquant  que [ ] 2 2
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la limite de 
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 quand x tend vers 0. 

4) En déduire que l’équation (En) admet sur ] [0,+∞  une solution unique fn possédant une limite 

finie quand x tend vers 0+. Préciser cette limite. 
       
 

II)  Soient G l’ensemble des fonctions de R  vers R , deux fois dérivables sur R et  
E = {ϕ∈G / ∀x∈R , ϕ ’’(x)=(1+x 2)ϕ (x)}. 

 
1) Montrer que G est un R -espace vectoriel. 
2) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de G. 
3) Montrer que : ∀(u, v)∈E2, u’v-v’u est une fonction constante. 

4) Montrer que la fonction f de R  vers R définie par : ∀x∈R , f(x) =
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e  est dans E. 

5) Montrer que la fonction g de R vers R définie par : ∀x∈R , g(x) = f(x)
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de E. 
6) Soit h∈E. Montrer que h est combinaison linéaire de f et de g (on pourra utiliser la question 

3). 
7) Montrer que {f ; g} est une base de E. 

 
 

III)  Soient n ∈ ℕ \ {0; 1}, E le ℝ -espace vectoriel ℝ n[X] et f : E → E définie par : 
∀ P ∈ E,  f(P) = P(X + 1) + P(X – 1) – 2P(X). 

1) Montrer que f est linéaire. 
2) Calculer f(X0), f(X), puis f(X2p) et f(X2p+1)  pour 2p et 2p+1 entre 2 et n. 
3) Justifier que Im(f) = Vect{X0 ; X; …; Xn-2}. 
4) Déterminer rg(f) et Ker(f). 

 
 

---------------------- 
Barème envisagé :  I = 8 points ,  II = 7 points ,  III = 5 points.  

-------------------- 
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