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x?siny si (x;y)OR" xR
X

) Soit g:R? -~ R définie par g(x ;yF
0 si(xy)0{d xR
1) Montrer que g est continue SBr".

D’aprés les théorémes généraux, g est continu®suiR
Pour tout réel b :

00;y)O{G xR : |g(0;y)- g(0;b) =
O(xy) DR xR : Ig(x;y)—g(O;bjz‘xz sir% < X<| (xy)r (0;H);

Donc : O& >0, (|| (x;y) = (0;b}, <\/§) = (| g(x;y)- g(0;b)< 5) . g est donc continue en (0 ; b).

On en déduit que g est continue Rif.

2) Montrer que g admet des dérivées partiellesRsér
D'aprés les théorémes généraux, g admet des démpagtelles sulR” xR et

%(x;y) =2X sin(%) - yco{%)
ag(x y)= xco{%)

pour tout (x ; y) dan®R” xR :

oy
u%w)z limh Sin(ﬁtj -0 ; ;
Pour tout réel b . donc Z(0:b)=L(0:p=0
g(0;b+ h)- g(0;b)_ 0X oy
lim =0
h-0 h
On en déduit que g admet des dérivées partielléeg) sur{ 0} xR .
3) g est-elle de classé 6ur R??
D'aprés les théorémes généraux, g est de cladsser® xR .
Si y #0, en posanix =Y (avechN*) , on a—( )/— 'on en déduit quc—‘f?g n’est continue
2rm 0x
en aucun couple de0} xR .
; ag dg ag
Pour tout réel b : 0;b 0;0/=0 et |—( O
% (oi)-2(00]=0 et |29 0p-28 oy
Pour tout (x ; y) dan® xR :
0 0 :
%9 (xiy) -29(0:0) =| axsif |- yeob | < e b B 0
0X 0X X
0 0
2 ()~ 28(0:0|=[xeoq ¥ < 4] i

On en déduit que g est de classs@ R™ xR [ (0;0).



4) Déterminer, si elles existent, les dérivéesigéas d'ordre 2 de g en (0 ; 0).
9(0:h)-%9(0:9

Ona Ihlrrg) 9y " % =0 donc (O 0)F (
09( 99/,
h;0)-29(0;0 :
jim %Y %N _1 donc29 (0.0 1
h-0 h oxay
69( el
0;h)-—>(0; 0) 2
lim X 0x 99 (0:0%
h-0 h 0yox
% (ni0)-29(0:9 o
lim X - X =0 donc (o 0F (

I1) Soit la fonctionf définie deR ? dansR ? par :
f(xy)=x*+y*—4xy.
1) Montrer que (0 ; 0) est un point critiquefde

ﬂ(x; y)=4x - 4y; g—;(x;y) = dy® - 4

of

—(0;0) = of —(0;0 = 0donc (0 ; 0) est un point critique fe
ox oy

2) fadmet-elle un extremum en (0 ; 0) ?

f(x; 0)=f(0; 0) =% 20 ; f(x ; X) —f(0; 0) = 22 (¥~ 2) <O des quax|<+/2.
Il n'y a donc pas d’extremum en (0 ; 0) (point col)

[Il) Soient E un espace vectoriel sRrde dimension 3 et B = {€&; &; } une base de E.

4 1
3 3
On considére f I'endomorphisme de E dont la matdans la base B edA:= —i—; g 0
1 1
-— —-—= 3
3 3

On notef2 =f of et pour toutA IR, on poseE, = {x OE, f(x) = )\x} .

1) Montrer que f est un automorphisme de E.
detA = 12# 0 donc f est un automorphisme de E

2) Montrer que, pour toud R, E, est un sous espace vectoriel de E.

04, O0E, etO( u;yO( E)” @OR ,f(wa vF f(ura f(vFA (#wa vdoncu+avOE,.
E, estdonc un sev de E.




3) Montrer queE, # {O} si et seulement si dét-A.ld.) =0
E, #{0} sietseulementsi il existeatel que f(u) =Au ce qui équivaut a Kef(-A.ld.) {0} ce
qui équivaut det(f - A.ld. )= 0.

4) Déterminer une base Be k= ker(f —3.1d;).
Es=Vect{(1;-1;2)}.Onnotey=(1;-1;2).

5) Déterminer une baselfle & = ker(f —2.1d;).
E,=Vect{(2;1;1)}.Onnotey=(2;1;1).

6) a) Ecrire la matrice def(—2.ld; )2 dans la base B.

o -1 1

3 3

mat, ((f - 21d;)°)=| 0 % —?13
2 2

3 3

7) b) On note g= ker((f —2.1d;)?).

Montrer que EL] C, , et compléter la base, Bour obtenir une base; Be G.
SiudE, , alors {— 21dg) (u) = 0 donc f(— 2dg)® (u) = 0, donc WC, .
Es=Vect{(2;1;1);(1;0;0)}. Onnotese (1; 0; 0).

8) Démontrer que E £, 1 C,

Soit UWJE, N C, , alorsf (u) = 3u et{— 2dg)® (u) = 0, dondi(u) = 3u eff *(u) — 4(u) + 4u = 0 ce qui
donne u =0. Don&,NC,={¢.

Comme de plus dingg) + dim(G) = 3, on a bierE = E; JC,

9) Exprimer la matrice dé dans la base B’ composée des vecteurs,d Bs.

30 O

1

mat{ul;uz;ug} ( f ) - _5
2

0 2
00




