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EXERCICE 1 

Soient f  la fonction définie surℝ  par  f(x) = x2 et g la fonction définie sur ℝ  par g(x) =
21

x

x+
 

1. Donner l’image directe et l’image réciproque par f de [-1 ; 1]. 
 
 2. a) Montrer que g définit une bijection de [-1 ; 1] sur un intervalle I à déterminer. 
     b) Expliciter l’application réciproque de g sur I. 
 

3. On considère la fonction h : 
( )

2

( ); ( )x f x g x

 →



ℝ ℝ

֏
. 

a) Montrer que h est injective. 
b) h est-elle surjective ? 

 
 
EXERCICE 2 
 

Partie 1 – Somme des puissances p-ièmes des n premiers entiers 
Pour tout n  de *

ℕ , et pour tout p de ℕ , on pose : 
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k
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=∑ . 

1. Après avoir justifié que ( ) ( ) 1

0

1; 1 1
n

p

k
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+
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+ + = +∑ , montrer que : 
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2.  En déduire que :  ( ) ( ) 1

0

1
; 1 1

p
p

q
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= + − 
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3.  a)  Déterminer ( );0K n . 

     b)  En déduire les valeurs de ( ) ( ) ( );1 , ;2 ,  et ;3K n K n K n . 

 
Partie 2 – Somme des cubes des n premiers entiers 
On considère une suite de nombres réels ( )n n

x
∈ℕ

  telle que : 

*
0 0,  0,nx n x= ∀ ∈ >ℕ  et   

2

3

0 0

,
n n

k k
k k

n x x
= =

 ∀ ∈ =  
 

∑ ∑ℕ . 

,n∀ ∈ℕ  on note 
0

n

n k
k

S x
=

=∑  

 

1.  Montrer  que  3 2
1 1 12n n n nx S x x+ + += +  

 

2.  Montrer  que: , nn x n∀ ∈ =ℕ . 
 

3.  Retrouver ( );3K n . 

 



 

 
Barème envisagé :  5 points - 6 points - 9 points 
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EXERCICE 3 
 

Pour tout n  de ℕ , on note ] [I 0;= +∞  et : 

(En) :    2

1
'

1
xy ny

x
+ =

+
. 

Partie 1 – Résolution de (En) 
On note (EHn) l’équation homogène associée à (En). 
 

1.  Résoudre l’équation (EHn) sur I. 
 

2.  Résolution de (E0) : 
 

     a)  Déterminer deux réels a et b tels que : 

( ) 22

1

11

a bx

x xx x
= +

++
 

     b)  En déduire les solutions de (E0). 
 

3.  Résoudre (E1). 
 

4. Résolution de (En) 

Pour tout n  de *
ℕ , on note : 

1

20
0, ( )

1
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n

t
x F x dt

t

−

∀ ≥ =
+∫  

Etablir que, pour tout n de *
ℕ , les solutions de (En) sur I sont les fonctions de la forme : 

( )
: n

n

F x C
y x

x

+
֏ , avec C ∈ℝ  

 
Partie 2 – Forme explicite des solutions de (En) 
L’objet de cette partie est le calcul explicite des solutions de (En) sur I, ce qui revient à 
chercher Fn(x) pour tout x > 0. 

1.  Démontrer que pour 1n ≥  on a : 

20, ( ) ( )
n

n n

x
x F x F x

n+∀ > + =  

2.  a)  Calculer F1(x) pour tout x > 0. 

     b)  Calculer F2(x) pour tout x > 0. 
 

3.  La formule trouvée en 1. Incite à distinguer les cas n pair et n impair. 

    a) Etablir que : 

( ) ( ) ( )
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    b) Etablir que : 
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2 11
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1, 0, ( ) 1 Arc tan 1
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4. Résoudre alors (E3) et (E4). 


