CCO02 - Correction 2013-2014

EXERCICE 1
Lof(-sd)=[o];  fP([-23)=[- 1]
2. a)g est dérivable sur [-1 ; 1] comme quotient de fmms dérivables.

, 1-x?
OxO[-11] g'x)= =
(1+)
La dérivée dey étant strictement positive SI]I-F].;].[, la fonctiong est strictement croissante

sur cet intervalle ; elle définit donc une bijeatide [-1 ; 1] surd(-1) ; g(1)], & savoi{_?l;—ﬂ.

b) Soity dans[_?l;%] On cherche I'antécédent ggarg, on cherche donctel que :

(g9 =y) = ( =yj = (¥y-x+y=0).

1+ %°
Siy =0, on trouvex= 0.

Sinon, il faut résoudre I'équation du second degné: Xy —x +y = 0.

On trouveA =1- 4y*.

Si yD{_—l;E}, onaA=0 et x=_1
2'2 2y
_ Ny —
2’2 2y >

Il faut xO]-1;1] :

[ﬂ <1} () <o) (< 9

2y
Comme y[O x 2{, la derniere inégalité n’est jamais vérifiee (lembre de droite étant

négatif), et il en est de méme de la premiere.

Remarque la fonctiong étant bijective, il est inutile de vérifier qualitre solution est dans
lintervalle |-1,1 .

0 siy=(
Ainsi,ona:f(y)={1-./1- a2
(y) ﬁ Sinon
2y
X’ =a’

3.a) ((f(x);g(x)):(f(a);g(a))) - X a < (x:a).

1+x*> 1+a?

La fonctionh est donc injective.

b) (-1; 0) (par exemple) n'a pas d’antécégamh. h n’est donc pas surjective.
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EXERCICE 2

Partie 1

n+1
1. K(n+Lp+1)= ka” Z( ])p+1, en effectuant dans la somme le changenkent+1

i=0

On adonc:

K(n+1;p+1):§(k+1) _1+Z(k+])p+l_l+kn1:2+:(p+lJ
o8R-8 e

n+l

2. Ona:K(n+1;p+1):zkp+1zzn:kp+l+(n+l)p+l:K(n;p+])+(n+])p+l.

k=1 k=1
p+l

D’aprés ce qui précéde, on a dorieHZ( p;rlj K (n;q)=K(n;p+1)+(n+1""dou :

q=0

1+zp:( p+1JK (ma)+K(n;p+1)=K(n;p+1+(n+ ])pﬂ, ce qui donne le résultat attendu.

3. a) K(n;o):zn:lzn.

k=1
b) Le résultat de la questidnhdonne :

n+1)°-1-n_n(n+2)

((2)]'((” 0)+(3K(n 1) =(n+1)°-1,dou I’Ondéduit:K(n;l)z( 5 ===
(2}( (n;0)+(ij|< (n 1)*(3K (n;2)=(n+1°- 1, d’'ou I'on déduit :
K(n'2)=(n+1)3 o 3@:”(“1)(2“1)

: 5 -

@K (n;o)+@+< (n;1)+@r< (n;2)+[:JK (n:3=(n+9"- 1 ot I'on déduit -

« o nn+) _n(n+1)(2n+1) ,
K(n-3):(n+1) t-n-4 2 © 6 :nz(n+1)
’ 4 4

Partie 2
1. Par hypothese :

n+1 n
=(Zxkj =3 X =(S, *+ %) — 2= S, 2+ 2S Xy + X 2= S, 2= 25, %1+ Koo
k=0 k=0

2. PournON,on noteP,: "x, =n".

Montrons par récurrence qug @t vraie pour toub N :
Initialisation : par hypothés& = 0, donc Rest vraie.
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Hérédité : Soin[J N, on suppose que pour toot< n Py, vraie.
D'aprés la question précédente, onxa,;* =2S X, + X ,.”.

n(n+1)

Par hypothese de récurrence, onS = , onadonc:

(Xn+l3 _n(n+1)xn+1_xn+12 = O) < (Xn+1(xn+12_xn+1_n(n+])) = O)
Par hypothése,,, # 0 donc x,,,* = x.,, —n(n+1) = 0.

On trouveA = (2n+1)°, et x,,, =n+1 ou X,, =—N ce qui est exclu cax,,, >0.

Pn+1 est donc vérifiée.
Par principe de récurrenceg &st vraie pour tout entier

n n?(n+1)*
. — 3 3 _ 2
3. K(m3)=>K=>k’=Ss =

EXERCICE 3

Partie 1

1. (EH,) : xy'+ny=0.
Les solutions générales deH),, sont les fonctions définies sur | par :

y(X) =Ce_kdx =Cceg™™ =£n ouCOR
X
2. a);:£+__x2
x(1+x2) X 1+Xx
b) €)1 xy'=—
0) - Xy 1+X2'

On a dong solution de ) sur | si et seulement si :

Y(X)=ji=ml+_—X2dezln(x)—%ln(1+x2)+K:InL X J+K,0L‘JKDR

x(1+x2) J\x 1+x v

3. On cherche une solution particuliére &) de la formey,(x) = F,(X)h,(x) avec

h(x) = % solution de EH,).

y, étant solution def}) on a :Ox 01, xF, '(x)h, (x)+ xF,(x)h, '(x)+ F,(x)h,(x) = 1 +1 > -
X
h étant solution deH,), cela équivaut aIx[1, xF '(x)h,(X) = 1+1 >
X
- - 1
5 talxOl, F'(x)= :

Ce qui équivaut a x L '(X) o

Arctan(x)

On en déduit la solution particuliérey; telle que :y,(x) =

Ainsi les solutions de)) sur | sont les fonctiongtelles que :

C + Arctan(x)
X )

y(Xx) = ou COR .
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4. On cherche une solution particuliére &g) de la formey, (X) = F,(x)h,(X) avec

h,(X) = % , solution de [EH,).

y, étant solution de) on a :OxOl1, xF, '(X)h, (x) + xF, (x)h, '(x)+ nF, (x)h, (x) = 1+1 5

h, étant solution deEH,), cela eéquivaut atIxOl, xF, '(X)h, (x)=

1+ %2

o . X" X"t

Ce qui equivaut alxdl, F, '(x)= = :
x(1+ xz) (1+ xz)

tnl

En prenantdx =0, F, (x) = f , les solutions de&;) sur | sont les fonctions de la

L)nc,avecCD]R.

forme: y:x—

Partie 2

tn 1 tn+1

th—l (1+t2)

. — — (%in1 _

1. Pournzlona: Ox>0,F, (x)+F,,,(X)= j T _jo e dt_jot dt =~
2. a) Pourtouk> 0, on a:F(x) = =Arctan(x)

1

==In(1+x°
5in(1+x7)
(_1)”+1 , n-1 e X2

3. Pourn= 2, onnote: P B> @, X(3——2— (rx + )}Z(— )T

2 =) 2k
Montrons par récurrence que ést vraie pour toun=2 :
Initialisation : D’aprés le résultat établi a laagtionl., on a :

2
Ox>0,F, (x)+ F4(x):x7, d’ou I'on déduit :
1 2\ L X : :
0x>0,F,(x)= =3 In(1+x )+7 ce qui donne Pvraie.
Hérédité : Soitn=2, on suppose Prraie.
D’apreés le résultat établi a la questibnon a :
2n
Ox>0,F,, (xX)+F,,,(X)= ); , d'ou I'on déduit avec I'hypothése de récurrenéé> 0,
n
(—1)n+l < ek XN X" (—1)n+2 : i1k X
Fona(X) == ~—2—In(x*+1)+> (=) —— [+ —=+"T—In(xX*+ 1+
ama) 2 ( );()ZKZn 2( )é(]) 3

P.+1 est donc vraie.

Par principe de récurrence, €st vraie pour touh> 2.
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2k+1

=

S (__ )njf—k X

b) Pourn> 1, onnote: P x> 6, x(3(- )1 Arctér)+
=0 2k +1

Montrons par récurrence qug ést vraie pour toun>1 :

Initialisation : D’apres le résultat établi a lasgtionl., on a :
Ox >0, F (x)+F,;(x)=x, dou I'on déduit :0x >0, F; (x) = —Arctani )+ x ,
ce qui donne Pvraie.

Hérédité : Soitn=1, on suppose Prraie.

D’apreés le résultat établi a la questibnon a :
2n+1

Ox>0,F,,,(X)+F,, (X)= X , d’ou I'on déduit avec I'hypothése de récurrenééx:> 0,

2n+1
n ot n-1-k X2I<+1 X2n+1 n+l 0 n+1-1-k X2I<+1
F =—|(-1) Arct - =(- Arct -
znvs(%) (( ) rc an(x)+k§( ]) 2k+1J+ n+1 ( ]) e ar(x)+k§( )' X+ 1

P,+1 est donc vraie.

Par principe de récurrence, st vraie pour toun >1.

4. En utilisant le résultat établi dansHartie 1 questiord. et le résultat précédent, on obtient
les solutions suivantes :

—Arctan(x)+x+C

Pour Es3) : y: x> 5 ,avecCOR.
X
~In(1+x*) +x°+C
Pour €)@ y: x> o ,avecCOR.
X
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