CCO03 CORRECTION 2013-2014

EXERCICE 1
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b) D=P*AP=|0 2 0
00 3

c) Soit, pour toundN, la propriété H,: « A"=P D"P»

On a :PD°P'=PI; P* =P P'=153=A La propriété est donc vraie paur O.

Soitn un entier. On suppose,Mraie :A"=P D" P™.

Alors :A™= AN =APD P'=PPYAPD P'=P(P*AP)D"P*=PDD"P*'=pPD™ P,
Hn+1 est donc vraie.

La propriété est vraie pouar= 0, elle est héréditaire pour tout entier natoyglar principe de
récurrence, elle est donc vraie pour tout emtier

1 0 O
d) SoitnOON. Un récurrence immédiate doni¥ =|0 2" 0.
0o 0o 3%
C’est une matrice diagonale a éléments diagonamnats, elle est donc inversible et
1 0 O
-1
(o) =jo 2" o
0O o 3

A'X=B- PD'P*X= B~ P'PDP % P B DP % P
- (D) D"Pix=(D") P'B=~ Pix=(D) P'B

- PPiX=P(D) P'B- X= { D) P'B

La solution de I'équatioA™X =B est : 3-—
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EXERCICE 2

L afiA-NS+ i) - A8 - o[ Ve Gi-( wio- G( o S| A
- HZM@ + 2GA- GB+ ECH = HT#

Or 2GA-GB+ GC= DA+ BC=0 .

e 2~ 8- = - [ 10 =2

¢ est le cercle centre G de rayéa‘gE—; , c'est le cerclele diametreA,D].

b) Dans le repére(G;T,]), I'équation cartésienne deest : X2 + y> =1

2. ABCD étant un carré, le triangle ABC est rectangiteele en B.
On en déduit que le cercle circonscrit au triafgB est le cercle de diametra,[C].

Il a pour équation cartésiennéx—l)2 +y =2

3. a)¢ ete¢’ sontorthogonaux si et seulement §02 =R + R'2.
Ona:R*+R?%-2RR< R+ R< R+ R¥2 RI
D'oti: |R-R{< 00'=v R+ R'<s R F. Les deux cercles sont donc sécants.
b) Soiente et¢’deux cercles sécants 8n % et%’ les tangentes eA a¢ et¢’ respectivement.
¢ et sont orthogonaux si et seulementsD'? = OA? + O'A%,

Ce qui, d’aprés le théoréme de Pythagore et sproggie équivaut au triang@O’A rectangle
enA ce qui équivaut a et%’'sont perpendiculaires (avec= (AQ’) et = (AO)).

a) Les cercled et¥ des questions. et 2. ne sont pas orthogonaux car ils sont sécanfsan
leurs tangentes ne sont pas perpendiculaires.

b) ¢(O; R) est simultanément orthogonal aux cerélet ¥ si et seulement si :

X'+ Yo =1+ R L XS+ Yy, =1+ R L, v>=1+ R
(xo—1)2+y02:2+R2 Lz Xo:0 A L2_Ll Xo:0

Les cercles solutions sont les cercles de r&/ate centr@l(o;\/1+ RZ) ou 02(0;—\/1+ RZ) .

c) ¥+y—2ax—Dy+c=0 « (x-a) +(y-b’=&+B-c
I. 4 est un cercle (non réduit & un point) si et seekemsia’ + b® > c.

Le centre est alors le point de coordonnéesj, son rayorn/a’ +b’*-c.
il. D’aprés la question précédenig, et 7, sont orthogonaux si et seulement si :

2 2
(a-a) +(h-b) =+ -+ §+ - ¢-2( agr hh-( ¢ §=0
iii. Pour les cercle§ et9ona:a; =b;=0,c;=-1,a =1,b,=0etc; =-1
Ces valeurs ne vérifient pas I'égalité vue a lastjoe précédente.
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EXERCICE 3

Rappel : Soient g et h définies au voisinagead@R ). Si lim g =0 et h bornée au voisinage de
a,alorslimgh=0

1. Les théorémes généraux donnénde class€* surR" (elle y est méme de clas€¥).

Etudeen O:
La fonction Arctan étant bornée, on en déduit qlileg:f(x) =0= f(0).

La fonctionf est donc continue en 0.

2 2
Pour toutx#0: f'(x)= 2xArctan(1j —X—2 1 == X Arctar(—lj .
X) X 1+(1 x) X+1

. 1 NG
On a :lim| 2xArctan| = |- =0
x-0 x) X+1

De plus, poun£ 0: E%(M] = fim [xArctan(lD

0
X X0 X

On en déduit la fonctiohest dérivable en 0, de dérivig€d) =0, et qud ' est continue en 0.

Finalementf est de classé! surRR .

2. Pourx#O:M:ZArctar(lj— X .
X x) X+1

lim Arctan(i] :%T et Iirr(l)Arctan(lj :1—2T, on en déduit quE’ n’est pas dérivable en O.
X X X2 X
EXERCICE 4
1. a) f est de classe’ surl, doncg eth également.
OxO1 @ h(x) =f'(x)—f’(0) —xf”(0). En particulier,n’(0) = 0.

oxa 1o} :h'(x); "(0) . f'(x); (9 _ (g

f étant deux fois dérivable en @QM =f"(0) onadonc 1X|ngh(x);xh(o) =0.

Ainsi, h est deux fois dérivable en 0,r&(0) = 0.

hl
b) D’aprés ce qui précede, orﬁn% (X)
X X

=0, ce qui S’écrit :

Oe>0, Da>0/ OxOI (Xs<a)=(|h(X)|<e|¥)
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c¢) La fonctiorh est continue et dérivable dur
Pour toutx del, le théoreme des accroissements finis appliquéistarvalle [x ; 0] (six < 0) ou

[0;X] (six>0)donne : 0 |-|X [ / [h(¥)-HO0)=|h(q| %
Avec la question précédente, on a donc :

ne>0, 0> 01 Ox01, 60 - 1. (1 4<a)= | Wi <] h( 3 kel b bee 3

h(><)_
2. OxO1: g(X)= h(y, f"(0) ( X) _ J
X2 X 2 NG

3. a)f étant dérivable en 0, on dmT (x) = f'(0) = T(0).

x-0

On en déduit qué& est continue en 0.

rg-10)_ 00 gy

b) OxO1\{0} : < = ~ ==

f
On déduit de la questidh queT est dérivable en 0, &t'(0) = N

c) OxO1\{0} :
f!

Xt () =(f(9- 1(0) _ f(x) _g(x)+xF(0) _ (9= (0) g(

T = - - _
(X)= X X X X X

T est de classé" surl\{0}, car f I'est.

f étant deux fois dérivable en WM: f*(0), et commelim )EZX) J

f* (0
on en déduit qudaingT'(x) =#: T ”(0). Ainsi, T’ est continue en 0.

On en déduit que est de classe’ surl.
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