CC04 CORRECTION 2013-2014

EXERCICE 1
e =-at+te—g,ctlafamille{e; e ;e}estlibre. Ainsi,rg{e ;e ;6;e}=3.

EXERCICE 2
N s 1 1 , (-3 1
L VNGNS N} ERY NP ANP,+X P= Exl—xz+§x3 X2+ —zx 4 2) 2——2x X+

{1; X ; X4 étant une base d& on a:
1 1
E>\l—>\2+—2>\3:0

-3 1
MRANPAXP= 06 | N 2\ =28 = 08 A =X =)

X\, =0

{ﬂ; P, P3} est donc une famille libre dans un espace vectdei@imension 3: c’est une base.

3 1

2.SoitP=aP; +bP, +cP; c E. P=a+ %a+2b——20 X 4+ —;a—b+—;c]xz.

3.S0itQ=aX? +bX + ¢ € E. NotonsQ = aP, +8P,+~P,.
De P1(1) =P1(2) =P2(0) =P5(2) =P3(0) =P3(1) = 0 et P1(0) =P»(1) =P3(2) =1 on déduit :
QO0)=c=a;Q1)=a+b+c=0; Q2)=4a+2D+c=~.

4. Soit R=0oR, 48P, +~P, € E. Comme vu dans la question précédente, on a :
R(0) = a ;R(1) =0 etR(2) =~.

De I'unicité de I'écriture d® dans la bas¢PR,; P,; P;}, on déduit que :

Re E vérifie R(0) =a, R(1) =b et R(2) =csi et seulement & = aPF, +bP, +cP;.
5. a) Le polynéme nul est clairement d&nhs

V(P;Q) e F,VXeR: (P+XQ)(1)=P@)+ Q@)= C, doncP+XQeF.

F est donc un sous-espace vectorieEde

P; etP; sont dang-. Ainsi, Vect{P;; P3} CF. Les polyndme®; etP; n’étant clairement pas
colinéaires, on en déduit que dFn(2. P, ¢ F donc dim F) < 3.
Ainsi {Py; P3} est une base de.

b) D’aprés ce qui précede, VeRi] est un sous-espace vectoriel supplémentaire dansE.

6. a) Le polyndme nul est clairement d&s
V(P,Q)eG,VAER: (P+XQ)()=PD)+X Q@)= C, et(P+XQ)(0)=P(0)+XQ(0)= 0donc
P+XQe G. G est donc un sous-espace vectorieEde
G CFdoncdim@) <2; P; €G et P1¢ G. On en déduit qué = Vect{Ps}.
b) D’aprés ce qui précede, VeRt{, P,} est un sous-espace vectoriel supplémentairfe dansk.

7. P1 €N, P, €N, et P1+ P, € N ( (P1+ Pz)(O) = (P1+ Pz)(l) = 1)
N n’est donc pas un sous espace vectoriél de
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EXERCICE 3

IQuestions préliminaires

1. Soitf définie surR™ par f (x) = Arctanx+ Arctanl. festG*sur R" (composée et somme) et
X
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vxeR", f'(x) =0. On en déduit queest constante sur tout intervalle Bé. On a donc :

2Arctan(1):E six> 0
vxeR’, f(x)=Arctanx+ Arctan-= 2
2Arctan(- 1):_—21T six < (

2. Arctan estG > sur R, elle admet donc en tout réel un développemeritdientout ordre.

En particulier, Arctan admet un développement Engh O d’ordre 3, obtenu par primitivation du

développement limité en O d’ordre 2 de sa dérivée :

3

wxe R, Arctanx = —-— — 1 x*+0,(x*) donc : ¥x€ R, Arctanx = Arctan(O) x—%+oo(x3)

1+ %2

3
Finalement Arctanx = x—%+ 0, (x3) :

[Etude d’une fonctior]

1. Variations def

X . X
a) Xl—>—1 estG™surD, et Arctan estC™ sur R donc, par composmorxHArctan—1 est
X_

G surD. Par produitf est donc est ™ surD.

De plus,vxe D, f'(x)= Arctan X__ - X
Xx—1 2x"—2+1

2X—2
(2x2 - 2x+ 1)

b) ¥xe D, f"(x)=

o) lim f'(x)==, lim f'(x)==,lim f'(x)==—1,lim f()=—1.

X—+00 4 X——00 4 x—1" 2 X—1

+00 o0 X—400 X——00

d) f(x)wzx et f(x)fﬂx.D’ou: lim f(x)=+o0, lim f(x)=—o0.

—T

X_

x—1 x—1"

De plus: Iirpf(x):I et Iimf(x)=7. .

e) Le signe def "(x)surD est celui dex—1, et f '(0) = 0.
On en déduit le tableau de variations suivant :

a
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2. Etude autour dex =1

a) wxel,, L1< 0, donc d’apres la question préliminaire 1 :

vxel,: f(x)=x

~ X _Arc tanx—_1
2 X

VX els,

X R . e
1> 0, donc d’apres la question préliminaire 1 :

vxel,: f(x)= X[E—Arctanx—_l].
2 X

—Ex—g(x) sixel,
On peut donc en conclure qué (x) = 2
%x—g(x) sixel,

b) On pose u=x-1, puisg(x) =g(1+u) = (1+ u)Arcta%.
u

+u
Compte tenu de la question préliminaire 2pbtient :

on azli:u(1_u+u2+oo<u2))=u—u2+u3+oo(u3).

(1+u)Arctan1+Lu:(l+u) Arctau—u® +u°+ 0, (u)) = ( %u)[u—u2+u3—%u3+oo(u 3)]
—u-u o (u)

Finalement g(x) :1(x_1)—?1))(x—1)3 +01((X_ ])3)

) el f(x)=-Fx-0(x) 5 5 -[G il Y5 v (x4
L e e (o N U BN (Y

d) Soith la restriction dé a]—oo; 1[. h est prolongeable par continuité en 1 en pom)t: —g

Ainsi prolongéeh est dérivable en 1, ét'(1) = —[%—{— 1.

On peut conclure que le graphefdedmet une demi-tangente a gauche en 1, d’éguation

™ ™
=2 1 Z41|(x—1).
Y 2 2+ ](X )
De plus, f (x)— _3_[3+1](x—1)] Nl%(x— ])3 qui est du signe négatif slyr donc le graphe

def est localement en-dessous de sa demi-tangente.
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De méme :

Soitk la restriction deé a]1;+oo[. k est prolongeable par continuité en 1 en pokén)t:%.
Ainsi prolongéek est dérivable en 1, é&'(1) = g—l.

On peut conclure que le graphef dedmet une demi-tangente a droite en 1, d’équation
y=%+[32—1](x—1).

~ %(x— 1)3 qui est du signe positif sig, donc le graphe de

x—1"

De plus, f (x)—[ng[EZ—l](x—l)

f est localement au dessus de sa demi-tangente.

J

La droite d’équatiory:%er% est donc asymptote au graphd deux voisinages de

3. Représentation graphique

a) On admet que f (x)X = %x+%+i+o

iy 1 1 1
et f (X)X:, ZX+—2+&+O[;

—oo etde+oo.

De plus, f (x)—[%er%] ~ 4i qui est de signe positif S®’, , donc le graphe deest
+oo 44X
localement au dessus de son asymptote au agesite+oo .
De méme,f (x)—[%er%] ~ 4i qui est de signe négatif s , donc le graphe deest
T ax

localement en-dessous de son asymptote amnageside—co .

b)
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