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EXERCICE 1

, Int . " , L "
1. a) La fonction f :t+— T est continue suR _ , donc la fonctior est dérivable suR

t2
et: YxeR',,F'(x)= f (x).
b) Pour tout réexde R’ , f(X) est du signe de by on en déduit que la fonctidhest

décroissante sur ] ; 1], et croissante[&roo| ; elle admet donc un minimum en 1 qui vaut
F(1) = 0. Ainsi, la fonctiorF est positive sur son domaine.

2. Premiere méthode

En effectuant le changement de variahl:e;1 dans l'intégrale qui défink, on a :

1
In[]
" 1 ¥ Int . (U 1), pxInu
vxeR',, F[;]_fl H—tzdt_fl 1+1[—u2]du_fl—u2+ldu_F(x).
u2

Deuxiéme méthode :

La fonctionF étant dérivable suR | de dérivéd, la fonctionX+— F [—] est également
X

1
In|=
. ) f o -1_,1 — — —
dérivable surR’, , de dérivéex— —F [—].Or,—le' E]:—zlf —1]:—21 X = f(x)
X X X x) o x* Ax) x*, 1
X2

On en déduit qu'il existe un ré€| tel que :vxe R, ,F (x)=F [1]+C.
X

En prenank = 1, il vientC = 0, etVxe R’ ,F (x)=F [E]
X
3.8) Ona:Arctanx~X, donc |iI‘T?)&p(X) =1. La fonctiony est donc prolongeable par

continuité en 0.
On notey la fonction prolongée, continue s .

b) Dans l'intégrale qui défini, on effectue une intégration par parties avec :

u(t)=Int, v'(t):f

o ; on obtient :

vxe R, F(x)=]|Arctant |nt]:—flxkp([ﬂt: Arc tanx |rb(—jlxkp (it .
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c) On a :Arctanx Ianva Inx, donclingArctanx Inx= 0.
D'autre part,vxe R, : flxkp(t)dt :flep(t)dt s la fonctiom} étant continue surR ™, la
fonction foXQ;(t)dt est continue suR ™" et lim fxap(t)dt:foag(t)dt.
1 x—0dJ1 1
1~
Ainsi, la fonctionF est prolongeable par continuité en 0 avé) = fo o(t)dt

d) VxeR" ,F(x)=F [l] donc, la fonctiorF admettant une limite en 0, on a:
X

lim F(x)=lim F

X—+00 X—0" [

=lim F( ):folfp(t)dt.

X—0"

4.a) PourkeN et xe Rl , a I'aide d’une intégration par parties, on a :

k-+1

X

X t
()= | t“Intdt= Int = - -
) fl " kil 1 k+1 k+1  (k+1)
. K n k 1_<_X2)n+1 .
b) VneN,vxeR',,> (-] XZK:Z(—xz) = e (c’est la somme partielle
k=0 k=0

n 2n+2

, . , L. .1 K n1 X
d’'une série géométrigue), et par suite— = —1) X+ (-1
g q ) p 1+ X2 k:O( ) ( ) 1+ X2

c) VneN,vxe|0;1 ona:

‘F(x)—i(—l)k

n n+1 2n+2

x):flxlnt[ L S (- 2k]dt

1+t* &=

dt| .

f Int

<(— Int)t*™*?, on en déduit quern e N,Vx €01,

2n+2

t
Or, Vte|0;1: 0<(—Int
velod - os ()
n 1 t
F(x)— —1) X)| = —Int
0031 )= [
XPlnx x*t-1 1

d) VKeEN,VXxe R I (X)= - doncvkeN, liml, (X) =
) + k( ) k+1 (k+1)2 X0 k (k+1)2

Par passage a la limite dans l'inégalité trouviequestion précédente, on a :
(Y |1
F(0)— < .
;(Zk—l-l) T (n+3°
1 1

2n+2

dt<f (—Int)t*" 2dt =1, ,(x).

e) Pourn=1,———=-——<10", ainsi, une valeur approchée au dixiemé (® est
(2n+ 3) 25
k
1
donnée par ZL _8. 0,9
k=0 (2k+1) 9
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EXERCICE 2
0 -1 1
1. A=ma(f)=|1 0 -1
11 0

2.Imf=Vect{(0;1;-1);(-1;0;1);(1;-1;0)}

Comme (1;-1;0)= —(0; 1; -1) — (-1; 0; 1) ed©; 1; -1) et (-1; O; 1) ne sont pas
colinéaires, on en déduit qu’'une base dé ést {(0;1;-1);(-1;0;1) }.

Ker()= Vect{(1; 1; 1)}.

On peut déduire de ce qui précéde fimest ni injective, ni surjective.

3. On montre que la famille {(0; 1;-1); (-1;Q); (1; 1; 1)} est une famille libre, de
cardinal 3 ; c’est donc une baB&. On en déduit que I @ Ker f = R®, c’est-a-dire que
Im f et Kerf sont supplémentaires.

4. A> = -3l + J se vérifie par un calcul simple.

5.0na:A’ =13;A°=-3A
A 'aide d’'une récurrence on montre quep e N : A% = (-3P A,
Par suite Vpe N (AP = AP = (=3)PTAA= (=3) (-3 +J).

EXERCICE 3

On remarque que&ne N{A, ; By ; C, } forme un systeme complet d’événements.

1l a,=1b,=0;c,=0,a,== ;blzg;clzo.

La formule des probabilités totales donne :

a, =P, (A)P(A)+ B (A,) RB)+ E(A,) FC]):%
P, (B)RIA) B (B) R+ B(B) FC)— L0

3

¢, =1-a,b,=
T

2. La formule des probabilités totales donne, pout to@N :
_PAw <A1+1> P(A1>+ Fén<A'l+l) FEBn>+ E:(Awd) ECn>:§an+Z h
2 1

b,,=P, (B.1)P(A)+ R (B,.,) RB,)+ P (B,..) 'PCn)ZgaﬁEbn

3 6(1 1 3 2
3. VHGN.UnH Q"Hrl 10 n+l 14_3371 +_4bn]__1£_a‘n+_ ﬂ]:O'

Ainsi, (un)n>lest une suite constante (nulle).
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4 3 4(1 1 3 2 5

4. VvneN:v  =—a ,+—b ,=—|-a +-Db |+—|— +—]b =—
e e A S Y
Ainsi, (v,) . est une suite géométrique de rai%n

5. Les résultat de la questi@mpermet de dire quene N : b = 2a, .

) . 4 3 5"( 1 1 "
Le résultat de la questighdonne :Vne N: — —b == |= b, |=—]—
d 10 10> [6][3aO+ 4°] 13
. , 2(5)" \ 4(5)"
Ainsi, VneN : =—|—|eta,=1;VneN : b =—|=| eth =0.
a, 5[6] A, n 5[6] b

n-1
etc,=0.

6. YneN': cnzl—ag—bnzl—g[E] :1_[§
5(6 6

O<g< 1 donc lim ¢, =1 ; ce qui signifie que la guépe finira par sortir !

n—-+4o00
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