Math Sup 2014-2015 CCo1 CORRECTION

EXERCICE 1
Soit P la proposition :

(VxeR) (xzzl):>(x21)
1. Ecrire la négation d®. (Ix<R) (X >1)A(x<1)

2. Montrer queP est faussePourx = -2, (x2 21)/\(x< 1), ainsi | P est vraie, don@® est fausse.

EXERCICE 2

Démontrer que, pour toute N :

n

S (2k+1)=(n+17,

k=0
par deux méthodes :

1. en utilisant une démonstration par récurrence ;

n

Soit pour tout entier naturalla propriété R = |> "(2k+1)=(n+ 1)2

k=0
0
> (2k+1)=1=( (0+ 3” donc P(0) est vraie.
k=0

Supposons B vraie pour un entier naturel
n+1

z(2k+1):i(2<+1)+ An+ 3+ =+ L+ 2n+ 4+ £(n+ 2 i=(n+ 2

k=0 k=0
Ainsi VneN, (P(n) vraig=( Bn+ 1 vrai
La propriété R{) est vraie poun = 0, héréditaire pour tout entieypar principe de récurrence, elle est

donc vraie pour tout entier naturel

n
2. en s'appuyant sur la somme classiguek .

k=1
Z (2k+9)= 22k+21_
k=0

n+l)

+(n+3=(n+ ¥

EXERCICE 3
1. Montrer qu'il existe trois réels, b, etc, tels que :

vxe R\{0;- 11}, 1 _a, b L ¢
X—x X x-1 x+1
1 -1 1 1

vYxeR\{0;—21:1 =

xR\ 3 X2 — X x+2(x—1)+2(x+])
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2. En déduire, en fonction dee N\{0;1}, I'expression de :

N1
S=lie

k=2

1 1K 1 N1

=) =) —+-> —
2k R 1 2k ]
en changeant I'indice dans la deuxieéme sonmimek(— 1), et dans la troisiemie= k +1), on obtient :

”11 10411 1 1 1 1 1 1 1 i
—:———— l —_ —_— —_—| -],
s=-Sp+adie s L e Y innm]

i=1 | i= 3' n+
par télescopage.

S SR e R S
-k =k 2(k—1) 2k+1])

puis déterminer la limite dgS, ) _, lorsquentend vers+oo. lim § =

N—-+00

EXERCICE 4

Résoudre danR les inéquations suivantes :

) x—d<|2x+4 S]—oo;—7[ul—é;+ocl
} > 4
i) X“+1>2x—-1 S_‘ ,3‘

i) 121 s=]os2Ju{0jufV2itn

PROBLEME
1. On considere la fonctiog définie par :

g(x)=

2X in |1+ x|
1—x |1 X|

a) Donner le domaine de définition denoté .  Dy= |—o0;—1 U |- LTU|14o0]

b) Etudier la parité deg.

Dy est centré en O/xeD,, g(—X)= 1—_2:(( “In Iir ?(I - +In|i ;(I —g(x). g est impaire.
Il suffit donc d’étudierg sur R* \ {1}
c) Montrer qu'il existe deux réeksetb, tels que :
¥xeD,, g(x):ra)(+%l+ln|l—x|—ln|l+x|
¥xeD,, g(x)—rlx—éﬁnh x| — In|14 X
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d) Etudier les limites dg(x) aux bornes de son domaine de définition, pouositif.

* 80)=

=400 par croissances comparées, donc

1
o lim|——+1
|m[1x+ n|1 x|

x<1

_I|m[1lx(l+(1 x)In[1- X))

x<1

Ianlg( X)=+00 ;
x<1

e lim szz—oo; Iimlni:Jroo, donc limg(x)=—o0
x=1] — X x—1 —X x—1
x>1 x>1 x>1
|1+ X . . 1 1 1+ x

e lim (X=1, donc limg(x)= lim|—————— I=—2X/|= ¢
—+00|] — X X—-+00 x—t+ool1—X X+1 1— X

€) Etudier les variations dg et dresser son tableau de variations.

g est dérivable sur son domaine, car les fonctiatisrmelles et la fonction In le sont.
4x2

i)

la fonctiong est donc croissante sur chacun de ses intendgalégfinition.

vxeDg, g'(x)=

Remarque : La fonctiong étant impaire, on a:Iimlg(x):Jroo ; Iimlg(x):—oo et lim g(x)=0
x<—1 x>—1 ‘

f) En déduire le signe dgXx).
9(0) = 0, on déduit des variations glelue :(g(x) > 0) < (x € |—oo;—JU[0:]) .
2. On considere la fonctiondéfinie par :

1+x
f( ):;| 1—-X

a) Donner le domaine de définition BeD;= |—oo;— 1 U]-1,q U] 0;1U] Lit-o00]

1-x
1+x
¢) Etudier les limites d§x) aux bornes de son domaine de définition poowositif.

IN1+x Inl1—x
1o -],
X X

b) Etudier la parité dé. D; est centré en 0, etxe Dy f (—x) :—In = f(x), festpaire.
—X

o lim f (x)=lim

x—0 x—0

_ In|1+ h| _
ar Ir!ngT =1 (taux d’accroissement).

o lim f(X) =00

x—1

1+ X
1-x

. lim
X—+00

=1 donc lim f(x)= C

X—+00
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d) Etudier les variations de et dresser son tableau de variations.

f est dérivable sur son domaine, car les fonctioimsmaelles et la fonction In le sont.

vxeDy, f'(x)= g)sz)
Remarque : La fonctionf étant paire, on a :Iirrjlf (X)=-+oc et lim f(x)=0
u ) | !
i 1
L I I
= Sagl .

€) En déduire, en fonction du paramétre gédé nombre de solution(s) positive(s) de I'équatio

In ﬂ —
1-x
x = 0 est solution de I'équation quel que soit k& &
. . . . 1+ x . s
Si x=0, résoudre I'équatioin % = ax revient a résoudrix) = a.
—X

La fonctionf est continue sur son domaine, le théoréme deargalegtermédiaires donne :

e Pas de solution pour <0

e Une unique solution (qui se trouve dejjuskoo[) pourO<a<?2

«  Deux solutions (une dar}§;] I'autre danslL;+oc|) poura > 2.
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