Math Sup 2014-2015 CC02 CORRECTION

EXERCICE 1
1. Question de cours:

a) Donner les domaines de définition et de dérivabdies fonctions Arcsin et Arccos.
Elles sont définies sur [-1 ; 1], dérivables sur;J4].

b) Montrer que :
vxel, Arcsin(x)+ Arccogx)=

N2

ou | est un intervalle & préciser.
La fonction f : x — Arcsin(x) T Arccos(x) est dérivable sur ]-1 ; 1[, et :

VXG]—I;I[, f'(x) 0.

Ji—x Ji-x
La fonction f est donc constante sur ]-1 ; 1], et comme elle@#inue sur [-1 ; 1] (car Arcsin et
Arccos le sont), elle est constante sur [-1 ; 1].

1

vxe[-11], f(x)= f(o)zg

2. Tracer dans un repére orthonormée la courbe{z—smm] de la fonction

h:x— Arccos( sin(x)),
en détaillant la méthode.
vx € R, sin(x) € [—1; 1] donc la fonctiorh est définie suiR , et d’apres la question précédente on

a:vxeR, h(x) = g — Arcsin(sin(x)).

¥x € R, h(m—x)= g — Arcsin (Sin (m— x)) = h(x), la courbe représentative dadmet donc
dans un repére orthonormé la droite d’équatios: g pour axe de symétrie.

¥x e R, h(—m—x)= g — Arcsin (sin (—w - x)) = h(x) , la courbe représentative dedmet donc

N . . ) - . s L.
dans un repere orthonormé la droite d’équatios: 5 pour axe de symeétrie.

™ T

i_;_

De plus,Vx €
2 2
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Remarque : On aurait aussi pu voir que :

X, VX € —3;3 Efx/ VX € —3;3
2 2 2 2 2
Arcsin(sin(X)): T—X VXE€E g;”ﬁ d'ou h(X): X—g, S g,”ﬁ
- — X, VX € —’rr;fE X+3—W,VX€ —11,73
2 2 2

3. Soit la fonction f :XHAFCCO{ sz].
1+x
a) Déterminer le domaine de définition fdainsi que son domaine de dérivabilité.

La fonction X —

— est définie et dérivable st . La fonction Arccos est définie sur [-1 ; 1]

1+ x
dérivable sur ]-1 ; 1], ainsi est définie sub tel quevVxe D: —1 < ; 2X - <1, et dérivable sub'
+ X
2X
telquevxe D': —1< ~<1.
1+ x
2
IR PP PN S §1<:>0§x2—2‘x‘+1<:>0§(‘x‘—1).
14+ X 14+ X

Cette inégalité est toujours vérifiée sRir, avec egalité si et seulemenwi: 1l xe {—1; 1}.

Ainsi f est définie suiR , dérivable surR \ {— 1; 1}

T
lcul Ol-=—= -
b) Calculer f (tan(a)), poura } 2,2{

Va € —g;g , f (tan (u)) = Arccos (sin (2&)), (en utilisant les formules de trigonométrie),
——20,Va € —E;E
4 4
Donc, d'aprés la question 2f:(tan(u)) =12« —qu € E;E
2 4 2
2x +3—,V04 —E;—E
2 4

¢) En déduire une expression simplifiée ).
T 9Arctan (X) , VX € [—1; 1]
2

f (X) = 2Arctan(x> —g,VX € [1;—1—00[

2Arctan (X) + 37TY,VX € ]—oo;fl]

d) Retrouver le résultat précédent en dérivant
we R\ {11} £'(x)= ~(2-2¢) _ —2+42X N 2(x ~1)

’ 214 )W1—2¢ +xt 1+ X)X -1

(%) 1[132 (1+x) (1) 1

Math Sup ICAM Toulouse CCO2 - Correction



Page 3 sur5

. VXGG]—oo;—l[U]l;+oo[
f'(X): 14X ’
—— vxe -1

2

1+ X

2Arctan (X) +C, Vx € ]—oo;fl[
on en déduit qu'il existe trois réels, C, etCs tels que : f (x) — 2Arctan(x) +C,, Vxe ]1;+oo[
—2Arctan (X) +C,, VX € ]—1; 1[

La continuité dé sur son domaine de définition (comme composdertgions continues), permet
de déterminer les constantes a l'aide des valefred -1 et 1 :

f(1) = 0 donneC, = —g et C, = g f (—1) = donne C, = %ﬂ et confirmeC, = g

EXERCICE 2
cos(x)

Soit cotan la fonction définie parcotan(x) =— .
sm(x)
1. Donner les domaines de définition et de dérivabdit la fonction cotan.
Les fonctions sin et cos sont définies et dériv@bla R ; la fonction cotan est donc définie et
dérivable Ia ot le sinus ne s'annule pas; | J {kr} = | J ]kw;(k + 1)11{
keZ

kez
2. Justifier I'existence de Arccotan, la fonction groque de cotan Sl}t);n[ , et donner son ensemble
de définition D.

Sur]o; w[ , la fonction cotan est dérivable mtan'(x) - < 0. Ainsi, la fonction est continue,

sin” (X)
strictement décroissante. Elle définit donc unedbipn de](); TT[ surcotan(]o; TYD
lim cotan(x) = 400, lim cotan(x) = —o0, on en déduit que la bijection réciproque de cstan

x—0" X—T

]o; w[ est définie surR .

3. Déterminer le domaine de dérivabilité de Arcco&tralculer sa dérivée.
La fonction cotan est dérivable s}@m[ , et sa dérivée ne s’y annule pas.

La fonction Arccotan est donc dérivable fir et :

X € R, Arccotan'(x) = cotan'(Arlccotan(x)) = —sin” (Arccotan(x)).
2 .-
De plus :Vx € ]Om[, cotan’ (x) = Cf): <X> = ! .b%n <X) = — ‘1 —1,dou:
sin (x) sin® (x) sin® (x)
VX € ](); ’n[, sm+(x) = cotan’ (X) +1, etdonc :¥x € R, Arccotan'(x) = ! J_rlxz

4. Vérifier que :OxOD, Arccotan x + Arctan X =7§T .

Les fonctions Arccotan et Arctan sont dérivablesRuet Vx € R, Arccotan' (x) + Arctan' (x) =0.
La fonction Arccotan + Arctan est donc constantel®u
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Elle vautg en 0 (carcotan E] = 0 donc Arccotan (0) :g et Arctan(0) = 0), ainsi

X € R, Arccotan(x) + Arctan (X) = g .

EXERCICE 3

2iw
Soientn un entier naturel supérieur ou égal a 2wete " .
1. Démontrer que :

vx € R, e* —1=2isin [g] e?

:

2. Soitk € [[1; n— 1}]. Déterminer le module et un argument de

ix

Vx € R, X —1=e?

xoox) i
e —e? |=e22isin

w—1
2 L kT
D’aprés la question précédente, onid —1=e " —1=e " 2isin [— .
n

n—1)x«
De plus k € Hl;nflﬂ, donc L € E;u C ]O;ﬂ[, donc sin[E >0 ;
n n n n
k . . e[k k
on a donc ‘wk — 1‘ = 2sin [—1T et,a2n-pres: arg (wk — 1) = arg{e " 21 sin [—ﬁ]] == + T
n n n 2
3. Calculer :
n1 ke
T=2) en
k=0
On donnera le résultat sous forme algébrique.
Il s’agit de la somme de termes consécutifs d’'wite g¢ométrique de raisam :
n_y k= 1[0”] 1 i 4{10 ' Sln[z
T=2Yen =2 AR R J_gyoj L)
= 0 Fﬂ - 1—cos|™
1—e 1—e 1—en n
n—1
4.0n poseS =) |u* — 1‘. Montrer que :
k=0
S= 2 .
tan T
2n
) c § 2sin {] 4 sin [; cos {2“]
n— n n_Xr n n n
S= wkl‘:z2sm{—ﬂ]—l [226“]— = =
k=0 k=0 K=o 1—cos|— 2sin? | tan|—
n 2n n
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EXERCICE 4

Soita e R,etne N,
1. Résoudre dan€ I'équation d’inconnue :

Z —2zcosa+1=0.
On précisera la (ou les) solution(s) en fonctiomedealeur dex .
A= 4((:052 Q —1) = —4sin* o ;
On note S 'ensemble des solutions.
Sia= O[Q’K], A=0 et S:{l};
Si o= ’N[Q’N] A=0 et S= {—1};

)

Sinon: A = (2i sin OL)Q ,et S :{Ci(\;c—i(\}

2. En déduire les solutions dafisde I'équation d’inconnug:
7" —-27" cos(na) +1=0.

On précisera les solutions en fonction de la vadieux .

On poseZ =7', on a alors Z* —2Z cos(ncx) +1=0;

On note S I'ensemble des solutions.
On déduit de la question précédente :

Si u:mavecpez, Z"=1 doncS[e n ;keﬂO;n—lH}
n

7 2kn
Si u:%an% avecpeZ, Z"=-1 doncS:{el[n+2r‘]; kEHO;anJ

Sinon: Z" € {ei”“;efim} donc S [ei[wr‘]; k e |[O; n— 1]]} U [ei[w”]; k e [[0; n— 1]]}
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