Math Sup 2014-2015 CCO03 CORRECTION

EXERCICE 1

np
Soit pON'. On pose pounON' : S = ZSh%. Le but de cet exercice est de détermifiar S, .
k=n

n - +o0

1. Pour xOR, on pose : f (x) =ch?x+ shx

a) Résoudre dan® I'équation: 2 slkk+1=0
On noteraa son unigque solution que I'on exprimera a I'aiddaléonction In.

2 1= _
En posanX = €, I'équation équivauta{i Xl O,d’ou:azln[ 1;/?3}
>
3
b) Montrer que:f(O()zzr
-1+/5 N 2 o156 e -
_e'"[2J+e'[2} é[zj—e'[zj_ ~¥J5 2 ). fi-4/5 2)_
f(o()_ + = + +— = =
2 2 4 2 -1+45 2 -1+J5) 4

Autre méthode Bien plus rapide !!!

Par définition dex : 2 sha = -1, doncsh’ (o) =%, et par suitech’ (o) = 1+ s (a) =:51d’0l] :

f () =ch? (o) + sha) :g
c) Etudier les variations dé et en déduire quélxOR, f(x) >0
f est dérivable suR car ch et sh le sont, &ixOR, f'(x) = ch( x)( 2sH( X) + )

La fonction ch est strictement positive dRir. La fonction sh est strictement croissante Ruyril en est
donc de méme de la fonction— ZSh( x) + 1 (par composition). On sait que cette fonction sida en

a, on en déduit son signe, et par suite, celufdex) :(f'(x)<0) = (x<a).

Ainsi, la fonctionf est strictement décroissante %um;a] et strictement croissante gur; +00[.

Finalement, la fonctiohatteint son minimum ex , et commef (0() =%>O, OxOR, f(x) >0.

2. Pour xOR, on poseg(X) =€™ - x-1

a) Etudier les variations dg puis celles de, et enfin, en déduire quexOR, g(X)= 0

g est dérivable suR d’aprés les théorémes généraux@tOR, g'(X) =ch(x) ™ - 1

g’ est également dérivable siir, et OXOR, g"(x) =sh( x) €™ + ct( X & = f( ) &>
Ainsi la fonctiong’ est strictement croissante sRr.

Commeg'(0) = 0, on en déduit qu(eg'(x) <O) = (x< O), et par suite qug est strictement
décroissante stfr-o0;0] et strictement croissante gu@;+oo .

Finalement, la fonctiog atteint son minimum en 0, et comg@®) = 0, xR, g( x) >0.
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b) Montrer queIx0[0;] 1+ x< €™ sli
-X

D’aprés la question précédenfex 1R, e™ > x+ 1.
L'inégalité est donc vraie sur [0 ; 1].
De plus, en posamt= -X, on a :[IX DR,eSh(’X) >-X+1dou ( la fonction sh étant impaire) :
OX OR, &™) > - X + 1 soit encore : h% 21X
e’
1
1-X

En prenanX dans [0 ; 1[, ona 1% > 0 et donc ) <

sh1
k

3. a) Soit nON\{0;3 . Montrer que Ok O r; n ,kTﬂs e Skil

OkO[ np]],%D[O;][ , on déduit de ce qui précéde que :

sht 1 k+1 sht k
K , Cé qui équivaut aT<e k <k_1

np+L_ s o P

n-1

b) En déduire que pour toutON\{0;3} , <e® <

+ sh
Ok O n np], 0<kT15 ek Skil en multipliant membres & membres les inégalitéshtient :

np ool
l"k—l_ “ ", DL ce qui (par télescopage) eqU|vaut—aD—<eS" < P

n-1

c) Déterminerlim S,

n— +oo

+
lim M: lim P = p, donc par encadrementim e* = p d’ol I|m S, =In p (par continuité

n- +oo n no+eo N—=71 N 400

de la fonction In.)

EXERCICE 2

Soit adJR . Résoudre le systéme d'inconnugy 2) OR® suivant

(a+2)x+2y+3z=0
6x+(a+1) y+6z=0
-4x-2y+(a-5 z=0

{(x-2x0),x0R} sia= 2
. [(x0;-x), xOR} sia=1
L'ensemble des solutions esk:
[(x%-%), xOR} Sia= -1
{(0;0;,0} sinon
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EXERCICE 3

Etant donnézOC\{2} , on considére

On se place dans le plan complexe. Par la méthedetde choix (géométrique ou algébrique),
déterminer I'ensemble des points d’affixdels que :

Z .
Si on note A le point d’affixei-B le point d'affixe 2, et M le point d’affixez, on a f (z) =24
Zewi

a) f(2) est un nombre réel ;
A (.
f(2)0R = 2LOR - (A=M)0(arg( ;) - arq( z; ) =( BM;AM) = o[ ]
oy
L’ensemble des solutions est donc la droite (ABi}&e du point B (caz# 2i).
b) f(2) est un imaginaire pur
f(2)0IR < L QiR (A=M) D(arg(zm)—arg( Zu ) :(W;m) :g[n]j
Zewi
L’ensemble des solutions est donc le cercle de @iajAB], privée du point B (ca# 2i ).
0 f9=e3.
G

y in
f(z)="%=e? « [
&

Loy

- 1} D[ ar{%j =g[ :n]} - ( AM=BM) m((m;m) =g[2n]j

L’ensemble des solutions est donc le M tel queidagle AMB soit équilatéral de sens direct.

Remargue une résolution algébrique conduit a 'unique p&irt’affixe z = ? +—;i

EXERCICE 4

Dans le plan complexe on considére les points &t 8 d’'affixes respectives :z, =1+1, z; = 2i, et
zZ. =1+3i.

1. Montrer que le triangle ABC est rectangle isocéle.

- : B - o= e - .
%= % _; 4oncBC :‘ﬁ‘ =1et (BA‘ BC) = arg( "% ] = E[ 2], le triangle ABC est donc
AN~ BA [z,-3 Z,-%) 2

rectangle isocéle e

2. On considére la rotatiande centre A et d’anglcz:hzT, ’lhomothétieh de centre C et de rappe%t,

et la translation de vecteurBA .

a) Expliciter les applications complexes associéestamnsformations, h ett.
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Pourr : z+— i(z-1-i)+1+i soit encore zi iz+2
Pourh: z+—> 1( z-1- 3i) + 1+ 3i soit encore zr> 1,13
2 2 2 2
Pourt: z— z+1-i
b) Exprimer I'affixe du point M’, image du point M dfixe z par la transformatiomohot .

ze i(i(z+1— i)+—1+—3ij+ 2 soit encore zi»— z+1+ |
2 2 2 2

¢) A quelle condition portant sur M a-t-on M’=A?

M =A @(lzz+1+i:1+i)@ (z=0) = M=0

EXERCICE 5

On considére I'équation
Z —(1+4i) 22 + (- 1+ Ti)z+ 12+ 4=

1. Montrer que cette équation a une solution imagingirre.

Soity JR . iy est solution de I'équation si et seulement si :

y*—7y+12=0

—-iy* +(1+ 4y’ + (- -7y + 12+ 4= 0=
Y ( )y ( y {—y3+4y2—y+4:0

La premiére équation donge= 3 ouy = 4. En remplacant dans la seconde équationponey = 4.

Ainsi, I'équation initiale admet = 4 comme solution.

2. Résoudre alors I'équation.
Le résultat précédent donne la factorisation sié/an

2 —(1+40) 7 + (-1+ Tiyz+ 12+ 4=(z- 4(Z2- = % 3
La résolution dez® + z-1+3i=0donnez= — 1+ ouz=2-i.

Finalement I'ensemble des solutions de I'équatsin @i ; — 1 +i ;2 —i }.
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