Math Sup CC04 CORRECTION

EXERCICE 1
Dans%S(R), on notd; la matrice identité,{da matrice nulle, et on considere les matrices :
3 6 -4 1 2 -1 0
A=-1 2 1|, P 0 1 , etT 0 2
1 6 -2 1 2 1 0 O

Partie 1 : Calcul matriciel.

1. Montrer que A est inversible, et calculet.A

On montrer que A est inversible en calculant serrise, par la méthode de I'algorithme de Gauss ;

5/2 3 -7/
Al=11/4 1/2 -1/4
2 3 -3

2. Montrer que (P 4 )% — 2P = @. En déduire que P est inversible, et calcuter P
On montre aisément I'égalité (A)° — 2P = @ en développant, on obtient :
P*— 3P + P -3 = 0;, soit encore : PER- 3P +3) =1,.

On en déduit que P est inversible, d'inverse=f% — 3P +l,.

14 2 -1 -2 2
DeP°=|1 3 2|,onobtient:P'= 1 1 -1
2 6 3 -1 0 1

-1 4 2

3. Montrer que AP = PTEn calculant les produits, on obtierhAP=PT= 0 2 3

-1 4 4

4. Montrer quednON,A" =PT"P". Se montre par une récurrence immédiate.
Cette égalité est-elle également valable poarl ?
De AP = PT, A et P étant inversibles, on déduit gui vaut PAP) est inversible et (AP)= (PT)*

ce qui donne BA™' = TP, ou encore A= P T'P ; I'égalité est donc vraie ponr= -1.

-1 00 0 0O
5. Enremarquantque T=D+N o= O 2 Olet N=|0 0 1|, déterminer Ten
0 0 2 0 0O

fonction denON .

0
Ona:DN=ND=|0
0

O o O

0
2|, donc D et N commutent.
0

On peut appliquer la formule du bindme de Newtdi=(D+N)" => D" N*.
k=0
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Par ailleurs, on aN?=0, donclk=2, N‘=N'x N“*=(Q et D" 0 2° 0] dou
0 0o 2
] . (-)" o o) ((-3™ o ojo0o0 (-X o
T"= D"N°® + D™N'=| 0 2" O0|+n 0 2 0| 0 0 1= 0 2n%?
0 1 3
0 0o 2 0 0o 2 00 0 0 2

6. Donner I'expression détaillée dé én fonction den(ON .

En calculantPT" puis PT"P*, on obtient :

(2-n)2+(-1" 2%+4-9" (n-3 2+ -
on

A"= -n2"* n2™

(-n)2+(-9" 2%+4-3" (n-}2+ &)

Partie 2 : Application a la détermination du commugint de A

1. Montrer qu'une matrice M commute avec A si, et smént si BMP commute avec T.

Soit M € 7, (R), la matrice P étant inversible, on a :

AM =MA = AMP =MAP = AMP =MPT - P7AMP =P‘MPT Red TP*MP= P MP7.

AP=PT PiA=TP?

On conclut qu’une matrice M commute avec A sieeflement si PMP commute avec T.

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec T

a b c
OnposeR=|d e f|;parle calcul (un peu fastidieux...) I'égalit¢ RTTR conduit a :
g h i
a0 o0
R=]0 e f|, aveca eetf réels quelconques.
0 0 e

3. En déduire toutes les matrices qui commutent avec A
D’apres les questions précédentes, les matricesilognmutent avec A sont telles que :

PMP = R c’est-a-dire M = PRP Le calcul donne les matrices qui commutent avete Aa forme :

2e—-2f—-a 2e-2a 2f- 2e+ 2 -1-2 2 2- -2 0¥
M = —f e f =4 0 0 O|+eO0 1 O+ fl-1 0
e-2f-a 2e-2a 2f-e 2a -1-2 1 2 - -2 0

ou a, e etf sont des réels quelconques.
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EXERCICE 2

. , . N
Soit a un réel strictement superlewza
Partie 1 : Etude d'une fonction

X F>0X+—
X

Soitf la fonction définie par :

Un repére du plan étant fixé, on nGtée graphe dé

1. Dresser le tableau de variations complet. de

. X2 -1 . L .
f est dérivable su}0;+oo[ et f (x) :a(—zj : les limites aux bornes sont évidentes. On obtien
X

X 0 1 +00

(%) - 0 +

+00 +oo
f \ . /

2. Etudier la position relative de la droife d’équationy = x et deCs sur]0;+oo[ .
(On distinguera deux casl<a et %< a<.

1)x* +a
X
Si 1<a : OxO]0;+eo[, f(X) = x>0, etA est en dessous de sur |0;+o| ;

OxO]0;+oo[ , f(X) = x= e - ainsi :

Si1<a<1:DxD]0;+oo[,f(x)— :a—_l(%—ij;lwml donc0<—— eta-1<0, on en
2 X l-a) 2 1-a

déduit queA est en dessous (resp. au-dessus) dmr}o;‘/li}[resp.{ /% ;JrooD.
-a -a

3. Justifier que l'intervalldl+e est stable pai
De la premiére question, il vient qix0]0;+eo , f (X) 2 20, et commen >%, ona

Ox0]0;+eo[ , f(X) > 1, et en particulier :0xO[1;+eo[ , f (x) = 1, ce qui signifie que lintervalle
[1;+0o[ est stable pdt

Partie 2 : Etude d'une suite récurrente

Uy [ 1;+0o]
Soit (U la suite définie par .
( n)nzo P U, =au, +g, UOndN

n

1. Démontrer qugu,) . est bien définie et quEnON, y, > 1.

[1;+0o[ est stable pdr et u, O[1;+co[ . Une récurrence immédiate donne les résultatscatte
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2. Démontrer qugu,) . est monotone.

On a montré dans la premiére partie fiast croissante SLﬁI;+oo[ , donc (1,) est monotone.

3. Dans le cas oi<a, démontrer quéu, ) _ diverge.

n=0

Dans le cas oli< a, on a montré a la questi@dde la partie 1 qu@xD]0;+oo[, f(x) -x>0;

on en déduit qué n’admet pas de point fixe da[is+oo[ , donc quelf,) diverge.

Remarque bn a montré queady) est monotone ; commeg — Uy = f(Ug) —Uo > 0 , on en déduit queid)

est croissante. Comme elle diverge, onlian: u,, = +oo

n— +oo

1 . . , -
4. Dans le cas o <a <1, démontrer quéu, ), converge et déterminer sa limite.

a , .
Dans le cas o% <a<l1,on a1<1— et, comme montré dans la questibde la partie 1,
-a

DxD{l; L] f(x)-x=0, et DXD{ /L;ﬂ{, f(x)-x<0.
1-a 1-a

. : : / a . R
f étant continue et strictement monotone[&uiroo[, f admet 1—pour unique point fixe dans
-a

[L;+0o[ et les intervalles; 2| et /L;+oo sont stables pdr
1-a 1-a

On en déduit que :

Si U, D{l; /1&} , alors (1) est majorée pa\r/li etcroissante (caff(ug) —Up = 0), donc elle
-a -a

converge vers le point fixe de

: [« L a L
Si u, D{ 1—;+oo|:, alors (1) est minorée p o etdécroissante (caf(up) —uy < 0), donc elle
-a -a

converge vers le point fixe de

a
Dans tous les cas){ converge ver g
-a
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