Math Sup CCO05 CORRECTION

EXERCICE 1

Pourx réel, I'espace étant muni d’un repére orthonormép@sea(Z— x;2,—1), \7(—2;—3— X;2),

2-x -2 1
W(%;2;-x), et P(x) = del(ﬁ,th) = 2 -3x
-1 2 X

1. Montrer queP est une fonction polynémiale de degré 3, et détamnses racines.

Le calcul deP(x) donne : P(X) = —x —x* + 5x — 3.P est donc une fonction polyndmiale de degré 3.
1 est une racine évidente BePar division euclidienne, on obtier(x) = (x — 1) (—x* —  + 3), d’ou
I'on déduit que 1 est racine double, et -3 estnasimple.

2. Pour quelles valeurs deles vecteursl, v etwsont-ils coplanaires ?

Les vecteursl, v etw sont coplanaires si, et seulement si leur détemtjric’est-a-dird>(x), est nul.
Ainsi, les vecteurs sont coplanaires si, et setmm'exD{l;—ii .

EXERCICE 2

XV +1

Soitf définie surR\{Z} par: f(x) == - - Onnotele graphe dé
X_

1. a) Déterminer le développement limitéfdel'ordre 2 en 0.

V¢ +1 |
Pour x#1, —=—x(1+ xz)zl—, on en déduit que :

f(x) :O—x(1+ o(x))(l+x+ o(x))xzo—x—x2 + c(xz).

X— N

b) Déterminer la tangentea Cs au point d’abscisse 0, et sa position relativergpport &
au voisinage de 0.

On déduit de la question précédente que la draatgudtiony = —x est tangente & au point

d’abscisse 0, et qu& est située en-dessous de sa tangente au voisiadje

2. a) Montrer que :f (x) = x+1+i+o(})
Xt 2x X

Pourx>1:

1
2 -~ X 1+—2 1
f(X)= X +1: X :(1+_1j2_1 = ]_+_1x_1+c{_1j ]_+_l+_1+ ({_1) ]
X x—1 1 NG 1 e 2 X NG X X2 x?2
X 1_* l ;

X

f(x 1 3 1 1 3.1 1
Onadonc:L = 1l+—+—-x—+0 — |, et par suite :f(X) = X+1+=x=+0 — |,
X x=to X 2 X X X oo 2 X X

b) Conséquence ?
On déduit de la question précédente que la dr@udtiony = x + 1 est asymptote@ au voisinage
de +oo et qu’elle est en-dessous @eau voisinage deto .
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EXERCICE 3
PournON on pose OxOR, f, (X) =(e" - :I)n.

1. Démontrer que DkD[[O;n]],frfk)(O)z y (—J)”_p(gj p*.
La formule du binbme de Newton donne : "
W=l =3 Ty (e =30 e

f, est@™ sur R, donc dérivable a tout ordre au voisinage de 0peti R, k[N,

f (¥ (x)= Zn:(—l)"_p(w p“e” , et en particulier Tk O 0;n], f (¥ (0)= Zn:(—])”_p(nJ p* .

p=0 p=0 p

n

2. Rappeler le théoréme de Taylor-Young. En déduiedtence et la forme du développement
limité def, a 'ordren en 0.

Soit un entier naturel. Si f € D"(I ;R), avec! intervalle deR et a€ | , alorsf possede un

développement limité a I'ordreau voisinage da qui est :
n f (k) (a)

f(x),2 > (x-a) +of(x-a)").

f, étant@™ sur R, on en déduit qui admet un développement limité a tout ordre en 0.

k=0
. o 0, £(9(0)
Le développement limité & I'ordreen O est : f (x) = > —+——+

NG +o(x”)
Xﬁokzo kl

3. Indépendamment de ce qui précéde, en utilisanguivaent dee” — 1 lorsquex tend vers 0,
justifier que : f, (x) = x +o(x").

On sait que* -1~ x donc f,(x) ~ x", ce qui est équivalent af; (x) = x" +0o(x").

X—

n n
4. En déduire la valeur de, =Z(—1)p(p] p“, pourkO[O;n].
p=0
De I'unicité du développement limité d’ordneen O, par identification, on obtient :
k(o £ (0
DkD[[O;n—l]] ,"—(): 0 et”—():
k! n!

On déduit de la questidhque :

- Ko 0 (0) = 0 sikD[[O;n—]]] N P _(_q\Py -

p;( 1) (p)p f.(0) {n! ciken , d'ou (en remarquant que-1) * =(-1)"):
e e N e 0 SkD'I Oﬂ_ﬂ-

=) p:o( Y [pjp _{(—1)”n! sik=n
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EXERCICE 4
Soitf définie sur[-1;1] par : f (x) =%Arccos(x), et la suite{u,) _ définie par :
=0 et OnON y,,, = f (u,)

1. Montrer que Un0N, u, D[O;ﬂ :
f est continue et strictement décroissante surfjldonc su{O;ﬂ; on en déduit que :
¢l 0T |=| £ T (0) |=| L Arccod | Zo| off| | donc|0: | est stable pet
4 4 2 4) 4 4 4
Par suite, comme, D{O Zj pour toutn deN, on au, D{O ﬂ (par une récurrence immeédiate).
2. On admet quat <12. Montrer qud est dérivable su{o;j—ﬂ, et qu'il existek R tel que :

DXD[ }|f |<k<1.

Ainsi, | f | est croissante sur

2F

f est dérivable sur ]-1 ; 1[ donc {lﬁ ﬂ ethD{O } f(x)=
1 2 2

[O 4} doncDxD[ } |f )|s f [1—3 =2\/1_(m4)2 o En posank:\/lsfn2

tenant compte de’ <12 on a bien I'existence d’un réetel que : DXD{ } |f )| <k <1,

eten

3. Montrer qu'il existe un unique réaD[O;ﬂ tel quef(a) = a.

. : _ . T
Soitg: x> f (x) —X; g est continue et strictement decrossante{@uﬂ (comme somme de telles

fonctions), dong établit une bijection d ;1—T vers g O;E = 1Arcco I —1—T;1—T , intervalle
4 4 2 4) 44

qui contient 0, d'ou I'existence et l'unicité d'uéela tel queg(a) = 0, c’est-a-dird(a) = a.
4. Prouver alors queIn0N,|u,,, —a<k|u, —a| puis queOnON,|u, —a| <k"|u,— 3] .

f est continue s{ro;lﬂ, dérivable su%o;gﬂ et DXD}O;E{ ,|f (x)| <k donc d'aprés I'inégalité des
2

accroissements fini)(a;B) D{O;j—ﬂ Jf(a)=f(B)|<kla-p].

Commeu, eta sont dans[o;ﬂ , on peut écrire InON, |u,,, —a|<k|u, -4

Enfin, une récurrence immédiate donrién0N, |u, — & <k"|u, -4 .

5. Conclusion ?

0<k<1donc lim k" =0 ; le théoréme d’encadrement donnkm |u, —a/ =0, donc : lim u, =a

n— +oo n— +oo n- +oo
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EXERCICE 5
Soitf définie surR par : f (x) = 2 [estclairementc™ sur k.
1. Par récurrence, montrer que pour tallN il existe un polyndmeP, DR[X] tel que :
OxOR, ™ (x) =Lx)n+l.
(1+)
OxOR, £ (x) = f(x) = Ca ! la propriété est initialisée, en pos&gt= 1.

1+ X2 (l+ X2 )O+l
Soit nON. On suppose qu'’il existe un polyndmga coefficients réels tel que :

OxOR, ™ (x) =LX)M (H.R.), alors:
1+ xz)

e e

Comme x> P,(x) est une fonction polynomiale,, : x> Pn‘(x)(1+x ) 2x(n+1)P,(x) l'est

Pua(X)
n+2 °
(1+)
On a donc démontré par récurrence que pour toigrenil existe un polyndme,, a coefficients réels

également, et 'on aExOR, f ™ (x) =

tel que IxOR, £ ™ (x) __ R0

(1+ X2)n+1 '

2. Enremarquant qu@xDR,(1+ xz) f (x) =1, montrer que IxOR (1+x ) '(x) + 2xf (x) =
On sait que]xDR,(l+ x2) f (x) =1; en dérivant, on obtlenthDR,(1+ X ) f'(x)+ 2 (x)= 0.

3. Enoncer la formule de Leibniz, en précisant biesncienditions d’application.

Sif etg sont deux fonctions dB"(1;R) oul est un intervalle d® et ne N, alors

n

fge D”(I ;]R) et ( fg)(”) — Z{E] f(k)g(nfk)_

k=0

4. En déduire que OnON",OxOR,P,,, (x )+2(n+])xPn(x)+n(n+:I)(l+x2)Pn_1(x)= 0

1 n+l

X1+ X et X 2x sont €~ sur R donc en dérivant & I'ordree N” I'identité obtenue a la
guestion précédente, et en appliquant la formulleeiteniz on obtient :
OnON', OxOR, (14 ) £ (x) + 20 7 (x) +n(n=2) £ (x) + 26 7 (x) + X) =

n

"
d'ot : OnON’ DXDIE€(1+><2)n+l ”*1)(x)+2(n+])x(l+x2) f()(x)+n n+ 3 (1+x2) £

OnadoncbienDnDN*,DxDR,PM(xM2(n+])xPn(x)+n(n+])(1+x) L(x)=0
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