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Math Sup CCO06 CORRECTION

EXERCICE 1

On considere la suitepfl définie surN par : L:LE (Inx)"dx .

1. Montrerque :nON*, I, =e—-n} ..

Soit nON'". Soient u et v définies sur [1 ; €] par u(x) = (N{xet v(x) = x.

u et v sont de classe Sur [1 ; e] etIx O[L €] :u( X = n( In>§”_1><% et \{ ¥=
Le théoréme d’intégration par parties donne :

OnON", |, =J'le (Inx)’ dx:[x( In x)”}l —Le n(Inx)"" dx= e nl_,.

2. Montrer que :LInUN*, 0<1, sis Iy
n+1

OnON, OxO[L4, 0<( InR"; donc (par positivité de l'ntégralEnON, |, > 0.
: L . . " e
D’apres la question precédente, onlanlIN , e-nl_, =120 dou OnON, |n-15E,

e
ou encorel NN, | <——

" n+l
D’apres la question précédente, cette inégalitéeon

OnON, e- nL_lsi d'ou n|_,= e—°  soit encore;;_}z—e.
n+1 n+1 n+ 1

Finalement, on alnON", 0< |, < ® < Iy -

n+1
A e
3. En déduire qud, ~—
+0 N
L . . . e e ... n n_ n
D’aprés la question précéedenten N, <l < ,d'ou < | x—<—.
n+2 n+1 n+ 2 e !
: n : n L , . n . e
lim ——=Ilim —— =1 ; le théoreme d’encadrement donnkm | ,x—=1 d'ou: |, ~—
n4+oon+2 n- +oo n+1 n- +o0o e +0

1
4. Montrer que :nJN, In:jo t"e' dt, et retrouver avec cette forme le résultat de la
questionl.

On considére le changement de variable t = In(x).
In étant de class€™ et bijectif sur [1 ; €] avec x = et dx = &dt ona:

OnON, 1, =] (nx)"dx= jolt”e‘ di.

Soit nON". Soient u et v définies sur [0 ; 1] par u(t)"=dt v(t) = &
u et v sont de classe ur [0 ; 1] etdt0[0;1] :u{x) = nf™ et | }= &
Le théoréme d’intégration par parties donne :
R it _ Lore oo
OnON', 1, =[ ted=[fe] -[ nt*éde e nl,.
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EXERCICE 2
| o . 1_cox sixm}o;’—q
Soit la fonctionf définie sur[o;ﬂ par : f(x): X sinXx 2.
0 six=0

Montrer que f est de classé @r{o;lﬂ .
Indication : utiliser des développements limités...

Par somme et quotient de fonctions de cl&3Ssur R, f est de class€™ sur (ou les

O;z
2

dénominateurs ne s’annulent pas!).

Au voisinagedeO:

cosx:i:X23+°o(X3) . 1‘}:”‘)(%) :_J(l_x_zﬂoo(f)j[ﬂ&oo(f)}—{l-& a f)j

X 3

On a donc :f (x):%x+q)(>€).

On en déduit que la fonctidrest continue en 0, et qu’elle admet une dérivé@ gun vaut

1
f'(0)==.
(0)=1
1 1
De pl (X =— .
e plus,vxe 0,2], (x) o

Au voisinagedeO:

1 1 _ 1 :_%[14. 2X_2+00(X2)j
6

T g ()] 1ol

On a donc :f '(x) :%+00(1).

On en déduit qué’ est continue en 0.

Finalement f est de class€'sur

O;zl )
2
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PROBLEME
010
Dans7,(R), on notels la matrice identité, et=| 0 0 1.
0 0O

On appelle E le sous espace vectorieméR)engendré par, J, J%, c'est-a-dire :

E=M(a b;c)=ds+bI+cI’07,(R) / (& b; c)J R}

1. a) Calculerd pour toutk de N .

0 0 1
J2=|0 0 0];J*= 0donc,Vk>3,J"= 0 (récurrence immédiate).
0 0O

b) Montrer queg = (I3; J ; J*) est une base de E.
a b c (00O
soit (a;b;c)€ R?; ak+ b+ c¥F=0,, < |0 a bj=/0 0 0« a=b=c=C
0 0 af |0O
La famille {l3; J ; J%} est donc une famille libre ; par définition dedlle est génératrice, c’est
donc une base de E.
- R

2. On considére I'applicatiorf :M (a; b: C)H(a+ b a ()

On notez’ la base canonique dR?.

a) Vérifier quef est une application linéaire.

Soit (\; A B)c RxE”. OnnoteA=ay I3+ @ J+az P etB=byls+ b J+bs J*; ona:

f(AMA+B)=(Aa+h+Xa+ bra+r hb-Aa— h=X { M { B festdonclinéaire.

b) Déterminer le noyau deen donner sa dimension et une base.

at+b=0

aiC:O@)A:a(IB—JJr 7).

A=ails+ald+azd eKer(f)@{
On en déduit que Ke)(= Vect{ls —J + 3} qui est de dimension 1.

c) fest-elle surjective ?
Le théoréme du rang donne :figé dim(E) — dim(Kerf)) = 3 — 1 = 2 = dimR?).

On en déduit quéest surjective.
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d) Déterminer Mat,(f), la matrice dé dans les base&de E e® de R”.

) 110
f(ls) = (1 ;1) ;f(J) = (1; 0) ef(J") = (0 ; -1) donc : 'V'%’(f):[l 0 —J]'

e) OnposeZ= (I3 I3-J; 13 -3+ P) et@ = (1;1) ; (0;1)).

Montrer queg est une base de E et gdeest une base dR”.

Soit (a;b;c) e R®; ak+b( L— )+  L— I+ F)=0, ., < (ar br ¢ J+(—b ¢ & =0,
a+b+c=0

Comme [3; J; J est une base de E, on en déduit gqiie-c=0 < a= b= c=0.
c=0

La famille ¢ est donc une famille libre de cardinal 3 dansspaee vectoriel de dimension 3 ;

c’est une base de E.

¢’ est une famille libre (les deux vecteurs n’étdairement pas colinéaires) de cardinal 2

dansRR?, c’en est donc une base &8.

f) Déterminer Mag ,(f), la matrice dé dans les basgget£.

2 - 100
f(ls) = (1:1)f(1s=3) = (0; 1) ef(ls =+ ) = (0; 0) 'l : May, () :[o 1 0]'

Remarque :On peut aussi procéder ainsi :

1 1 1
_ 110 1 0] .
Ona: Mat,(f) = 10 P, = g —01 _11 B, = ik on calcule :

-1 10 ; -1
P, = 11 , on obtient: Mat,(f) =F,., "AR, =

1 00
010

... mais c’est plus long !
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