Math Sup CCo1 CORRECTION

EXERCICE 1

Soitf la fonction définie pour tout nombre réebpar :
f(x)=In(1+¢€").
On note la courbe représentative fi@lans un repere orthonorr{G;T;}].

1. a) Déterminer les limites deen —o et +co,

lim (1+e*)=+00 dou limf(x)=-+oo; lim( 4 €)= 1 dod limf(x)=

X——00 X——00 X—+00 X——00

b) Etudier le sens de variation dest dresser son tableau de variations.

f est dérivable suR comme composée de fonctions dérivables et :

X

YXeR, f (x) = 1:Lefx < 0. On en déduit que la fonctidrest strictement décroissante dtur
e
—00 “+00
f'(X) -
f +oo \
0

2. Pour tout réek, on note g(x) = f(x) +x.

a) Déterminer la limite dg en —oo.

VXER,g(X) = In(efx(e“r ]))Jr X=— X+ Ir( &+ ;t+ X= Irﬁ &+ ﬁ; d'ou : X[rpoog(x):o
On dit que~ admet pour asymptote enco— la droite” d’équationy = —x.

b) Déterminer le signe dgsur R ; en déduire la position de” par rapport & .

VXER, g(X)= In(ex + J)> 0, doncWxe R, f(x)>—x ; on en déduit que la courbe se situe au-
dessus de la droité.

3. Soit a un nombre réel non nul. On note M et N les pailts d’abscisses respectivagt —a.

- .{M

a) Veérifier que f(a)-f(—a)=-a

f(a)— f(—a):ln(1+e’a)— In(l+é): Ir{ = Ir( éa):—a

En déduire que la droite (MN) garde une directierpente ») constante , a préciser.

1+e?
1+ €

14 é

La fonctionf étant strictement décroissante, le géétant non nul, les points M et N sont distincts.

Yu =W fla)-f(-8) -a 1
X —%  a(-34 2a 2

Le coefficient directeur de la droite (MN) est dérpar :

b) Montrer que 'onaf’ (a) +f’ (—a) = - 1.
et e —e(e)-e(¥ ) _ere1

:1+e*a+1+ e (1+e*a)(1+ é 4 e+ @+ 1

f'la)+ f'(—a)
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En déduire que les tangentes'@&n M et N se coupent sur I'axe des ordonnées.
Equation de la tangente en M=f’(a) (x—a) +f(a) ;
Equation de la tangente en M=f’(-a) (x + a) + f(-a)

Les tangentes s’interceptent au point d’absocigséque f'(a) (x—a) +f(a) = f'(-a) (x + a) +f(-a)
e(f(a)-f(-a)x=a f(ad+ f(-g)+ - 3- 3= a(-)-(- 3=0

On a montré qud ' est strictement négative, comma@&’est pas nul on ne peut donc pas avoir

f'(a) —f’(-a) = 0.

On en déduit que les tangentes s’interceptent Bul gabscisse 0, & savoir sur I'axe des ordonnées.

Esquisser~ et~ (unité 4 cm), et illustrer les résultats précdslsnr < poura= 1.

On donne f(1) ~0,3, et In(2)~0,7.

EXERCICE 2

Soitne N, n> 2. Pour tout réel positi , on notel/x le réel positifa tel quea” = x.
On donnen réels strictement positifa , a,,...,8, et on pose :

n

1 n
u==>a, v=glla.

11
n‘= k=1 W N3 g

Les nombresl, v, etw sont respectivement les moyennes arithmétiqguenétimue et harmonique
desn nombresa,, a,,...,3, .

1. Montrer quevn€N,n>2,¥xe R, : In(\“&):llnx et nE:\/l_.
n X  Ax

YneN,n>2,¥xe R’ ,nx '”(%‘) = '”((M %

=In( ¥, dou : In(W)_%In(X) ;

. ! S . 1 1
vneN,n>2,¥xeR_, i] = L :—1, donc par définition de la « racine n-ieme»= = Qﬁ .
0 X

T E

2. Montrer que :vxeR",, In(x)< x—1.
La fonctionu définie surIR*+ paru(x) =x— 1 — In§) est dérivable sur son domaine comme somme de
1 x-1

fonctions dérivables et Yxe R, ,u'(})=1-=="—-.
X X

La fonctionu est donc strictement décroissante sur ]0 ; 1frietessment croissante S|[jl’,+oo[ :

elle admet un minimum pouwr= 1, qui vaut 0. On en déduit quest une fonction positive, et par

suite, quevxe R, x—1> Inx.
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3. Montrer que : v<u; on note (*) cette inégalité.

u u

ki;ln[u] ;%nﬁz(ln a)—Inu)< Zak— n@ZIn — 1in u<—i>< nt
@In[f[lak

Ainsi, par croissance de la fonction exponentieNe< u.

vke[sn], In[i] <3 _1,d'otr en sommant les inégalites :

<InuslIn ¥In u

—nhu<0e In[H a
k=1

< nin U@—In[H a
n

4. En utilisant I'inégalité (*), montrer que w< v.

L’inégalité (*) est vraie pour toute famille de F&strictement positifs En I'appliquant pour lanfidle

a ‘,a '..,a ' on obtlent0<§/ﬁ< ,dot:w< 1 Qv/lﬂ[ak .
k=1 \/7 \/H 11

[Ia &

5. En appliquant I'inégalité (*), montrer que :
vne N, Uni< n;rl

n n(n+1
On prend :vk €[Ln], g = kL'inégalité (*) donne :/n! §£Zk: (2+ ): n42rl.
n<= n

EXERCICE 3

n (N -
1. Enoncer la formule du bindme de Newtat{a;b)e C*,Vne N:(a+ b’ = Z[k] VR

k=0

2. Soientne N, xe R. Calculer les sommes suivantes a I'aide de latiterdu bindbme de Newton.

n (n
a) S:;k

]2“ =3 (aveca=2eth=1)

(x(1- x))k =(x=x +1)n (aveca=x—x’etb =1)

b) T =§[E]xk (1- % = kz;[ﬂ

C) U:Zk k—————. Sin=0:U =0 sinon le terme polir= 0 étant nul on a :
= k!(n— )

" 1 nx(n—1)!

n! ) n1(n—1 - L
U:;(kl)!(nk)!zzi'(nli)!:ng[ i ]:nxz (aveca=b=1)

i=0 *

Q) V- zz[] ) Z{IK]ZZZ _ g

i=0 k=i =0 i=0 a=b=1k=0 somme
géométique
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EXERCICE 4

Soit n€ N' . On définit les trois sommes, v,, etS, par :

un:il, vn:ik2 et §= Zni
k=1 k k=1

=1 Vi

1. En calculant de deux fagons différen%:s((k +1) - k3)

(somme télescopiqugn:((kJrl)s—kS) Z k+1 z:k3 ° et développement
S+ 27 -] = So(ae a4 85 R+ 30 ke NS 3 30 ke T (g
) (n+1)(2n+1) :

montrer quevne N v, = 5
S (n+3(2n+ 9

3n n+l)+(n+1):(n+1)3‘:’i:k2: (n—|— 6

2. Déterminer les réeks, b etc vérifiant
VnEN 1 _a b C 1 1 4

n(n+1)(2n+1) n ntl 2041 n nil 2nil

S 1
3. Montrer que :VneN', = —u -1
g ;2k+1 U = U
. 2n+11 n 1 n l 1 n l n 1
eN, U, =) ~=) —+) ——=—-% —+ 1+ WY ——
et ;k gzk Zgzkﬂ Z;k - "ok 1 o Z
indices pairs indices impairs
(de2an) (delaR +1)

D’ou le résultat.

4. Exprimer, poumc N, S, a I'aide des termes de la suitg)(

. N1 L 6 N1 1 o l
YneN ,§ =) —= -6 4
. ;vk = k(k+1)(2k+ 1 ;[ k kil 2kt JJ [kz L Z 1

i= k=

1
Sn—G[LH- %»1_1_4[L&n41_5 L#._J}]_ 18”1""_ 6”-»1_ 249n~1+ 18
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