Math Sup CCO02 CORRECTION

EXERCICE 1

1. Aprés en avoir donné la significatioh gtrictement décroissante sii¥), donner la négation de
I'assertion suivante:

V(xy)eR?,(x<y)=(f(x)>f(y)),

A(xy) R (x<y)A(f(X)< f(y))
ou f désigne une fonction réelle.

2. On consideére l'assertion A : « noir et blanc donringris », formalisée par :
NAB=G

On noteraP la négation d’'une assertion P.

a) Donnerla contraposée (formelle) de I'assertion &= NV B

b) Donner la négation (formelle) de A\ A B A G

3. Montrer I'assertion suivante (xz > x) = ((x<0)V(x>1))

(0<x<1)=(x* < x) (en multipliant les membres des inégalités)pan).
Le résultat attendu est la contraposée.

4. f désigne une fonction réelle croissante RurLa suite(Un) est définie par son premier tertdg
etvneN,U,,,= f(U,). On suppose qud, > U;.

Montrer par récurrence alors la suft, ) est décroissante.

vne N, on noteP,, I'assertion : &J,, > U, .1 ».

On a Uy >U;; doncP, est vérifiée.

Soit n€ N, on suppos®,, c'est-a-direJ, > U, ., .

La fonctionf étant croissante, on en déduit gu@J,) > f (U+1), soit encore U, 41 > Uy
'assertionP, ., est donc vérifiée.

Par principe de récurrenceéne N l'assertionP,, est donc vraie.

EXERCICE 2

Résoudre les équations suivantes :

3

. 1 1 ) 1
1. COSX+\/_35IIX:1<:>—COSX—|——SInX:—<:> COBX——|=—
2 2 2 % 3] 2

D'ou : x—3:3+2kﬂ ou X—E:—E—FZKW aveckeZ.
3 3 3 3

S= U{Z—;qL 2k7'r;2<11];

keZ

2. cog(2x)—sin( )= wgcoi &)-% sirf %)= Gt:>cos{ 2<+E]_ C

D’ou : 2X+%:%+kﬂ aveckeZ.

0 ™
S= —+k—
k@Z{S 2}
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3. cosx-l-\f?,sirx-l-cho(s )2)—[23(n>qz
@%(cosx+@sim+f2co@2)—f25(n>é)): ¥:Y c[oeﬁ%]ju {oxg%

ll
co
2

1 1 7
D'ou : —[3x—1]:3+kﬁ ou E[X—l——ﬁ]:%—l-k’ﬁ aveckeZ.

2 12 2 12
S .
kez | 36 3 12

sin(2)  cogx)

4 co X)  sirfx)

Le domaine de définitione® =R\ U {

keZ

7  kmw

_+_;kﬂ}
2

sin(2) _ cosx) D, sin( 2] sir{x) = cof 2) cdx)

cof %) = sirfx)

& xeD, cog X) cobx)— sifi D) six)= & xe D, coxB=

. k
D'ou: xeD, 3x:g+k7r aveck € Z soit encorexe D,x:%qt?1T aveckeZ.

Sik = 3n, X:%+WTKED;Sik=3’1+1, XZ%—FWKED;S“(:&’]-FZ, x:%JrnﬂeD

©  kw
Fi S= Ui+ 2200
inalement kLeJZ{ }

EXERCICE 3

1. Donner les solutions complexes de I'équatiBie 1.
kw

Les solutions deZ= 1 sont les racines guatriémes de l'unité, Aisave 2 , k e[[o;:-ﬂ , c'est-a-dire
1,-1,i,—i.

2. En déduire les solutions dafisde I'équation : <22 -|-1)4 = (z— 3)4 (B)

3 n’est pas solution de (E), on a dor((zz. +1)4 = (z— 3)4 @{

zest donc solution de (E) si, et seulement si :
Z+1 z*+1 Z+1 . z°+1
=1 ou =—1 ou =1
z—3 z—3 z—3 z—3
&72-z+4=0 ou 2+z— 2 0 ouz’—iz+ Ai3 0 ouw’+iz+ —1=0

Les deux premieres équations sont a coefficieris.rOn trouve :

Z—-72+4=0s ze{
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Pour la troisieme équation, le discriminant est—1% donc une racine carrée est 2i+ 3
Ontrouve :z* —iz+1+3=0&ze{1-i — I+ 2}.

Pour la quatrieme équation, le discriminant est—15 dont une racine carrée est 2i+ 3
Z+iz+1-3=0&ze{l+i— 1 2}.

On aurait pu remarquer ggest solution deZ —iz+1+3 si, et seulement g est solution de
Z+iz+1-3=0; les solutions de la troisiéme et de la déate équation sont donc conjuguées !

1+iy/15 1-iV/15
C— , 2

5 L—-21-1— 1+ 241 - 1 2t

L'ensemble des solutions de (E) est dor{

EXERCICE 4
Le but de cet exercice est de résoudre dand'équation : XV :%@ gVxinx :% Q)
1. On posef X XINX+In2.

a) Donner le domaine de définition tle et préciser ses limites aux bornes de ce domaine.

Le domaine déestR’, ; | lim f(x):+oo (opérations sur les limites) et

X—-+00

lim /xInx_=_lim XIn (X *)=1lim 2XIn X )=0 (croissances comparées) d don f(x)=In2.

x—0"* X=X X—0' X—0'*

b) Etudier les variations deet dresser son tableau de variations complet.

f est dérivable (donc continue) S]RF+ ( produit de fonctions dérivables), et

vxeR', f'(x)= In2>i/;2. Le tableau de variations en découle :
X 0 e—12 +oo

(%) -0 *
In(2). +00

f \ In 2 —E /

c) Déterminer, en le justifiant, le nombre de solnsi de I'équatiori (x) =0.

On donneln2~ 0,69 eté: 0, 3¢

D’aprés les questions précédentes, en appliquainéteéme de bijectiof est une bijection de
1
i

Vers Vers

2 o
In 2——;In2{, ainsi que de
e

1_+
—, o0
&

InZ—E;—I—oo{.
e

De plus, avecln2~ 0,69 et}z 0,3, on obtientln 2—2270,03< C; ce qui prouve 'existence
e e

d’'une unigue solution a I’équatioh(x) =0 dans chacun des deux intervalled est bijective.

Il'y a dond deux solutiops.

Math Sup ICAM Toulouse CCO02-Correction



Page 4 sur 5

. . . ) . 1 .
2. On va déterminer les solutions de I'équatib(x)=0 sous la forma:F ,avemeN .
1 2
a) Montrer que f 7 =0&en" =2

Ona:f

1]:E|n[_l]+|n2:_@+ln2; des lors,
n

n n? n

n?
b) En déduire, par I'absurde, quest pair puis, en posamt 2p, pc N, que 2 = p.
Supposons impair. Alorsn=2p + 1 (avecpe N) etn? = 4p° + 4p + 1 = 2(? + 2p) + 1qui est donc

f[l]:O@—Zlnnanan: 0< 2lm=n In2< Ir(nz): Ir( 2)@n2: 2

impair ; ceci contredit le fait qua’ = 2" (avecne N)

Par suite, IpeN',n=2p etn2:2”<:>(2p)2:22"4:)(2p)2:(2°)2<:>0 P= 2 p= 2.
p>

¢) Trouver deux solutions évidentes a cette dermigustion, et en déduire les solutions de I'éguatio
f (x)=0.

o . 1)V 1 1) 1
1 et 2 sont deux solutions évidentes2¥e' = p; on en déduit qug——| == et. =—
2x1 4 2x 2 16

sont deux solutions de I’équatid’)rﬁx) =0. D’'apres la questioh.c) ce sont les seules.

3. Conclure en donnant toutes les solutions de #&éqo (1).

: R 1 1
Soit xe R, ; f(x)=0& VxInx+In2= Oﬁﬁlnx:lnzﬁ X'”X:E
. . . 11
Les solutions de I'équation (1) sont exactemenéeseale f (x) =0, c’est-a-dlre:1r et % .

EXERCICE 5
1. Démontrer, a I'aide d’une étude de fonction, quéac [0;1], a(1- a)2 g%
Posons : x— x(1—x)° = x* — 2x2 4 x.. f est dérivable sur [0 ; 1] &txe[0;1], f {x)= 3¢ — &+ 1

. 1 . . . 1 .
Les racines dé () sontget 1 ; on en déduit qufeest strictement croissante %Oré et strictement

décroissante sx.[%;l , et quef atteint comme maximum sur [0 ; 1] la valet;% 2i7
, 4
On a donc montré queac|[0;1], a(1- a)2 SE .

2. Soita un réel de [0 ; 1]. On posd, : x— —ax’ 4+ a(1l—a)x.
a) Déterminer le maximum dgsur [0 ; 1 -a].

Sia=0: f,estdérivable sur[0; la} et ¥x€[0;1-a|, f, (x)=—2ax+a(l-a)

et strictement décroissante sur

a

1-a . . 1-a
f,'(x) s’annule enT; f, est strictement croissante s{OrT

1-a) afl-a)

, fa atteint donc comme maximum sur [0 ; &]-la valeur f )

il_a’la
2

Sia=0, f, est la fonction nulle sur [0 ; 1]. Son maximum @st
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b) En déduire la propriété suivante :asb, c sont trois réels positifs tels que+b +c =1 alors
abc < i
27
De a+b+c=1, ondéduitqub=1-a-c donc queb varieentre O et 1 &
De plusc=1-a—b donneabc=ab (1 -a-b) =ab-a’h—ab’=—ab’+a(1-a)b.

a(l-a)’ _
D’aprés la question précédentegh? + a(1 —a) bg% (avec égalité IorsqublTa), et la
a(l—a)’
questionl. assure que poua € [0;1] % <2i7.

On a donc bien montré quessib, ¢ sont trois réels positifs tels que+ b +c =1 alorsabc < 2—7.

¢) Dans quels cas I'inégalité précédente est-ekedgalité ?

a(l-a)
On a I'égalité si, et seulement sbc = % = c'est-a-dire pouna% (d’aprés la question
1) etb= 1761 (d'aprés la questioB.a)). Commea +b +c =1, on a donc I'égalité si, et seulement si
a:b:czl.
3

3. En utilisant I'inégalité précédente, montrer queyr tous réels positifs y, zon a :
X+Yy+ 2]3

—3 |

Six=y=z=0, l'inégalité est immédiate.

o]

y

, b= et
X+y+z X+y+z

Sinon, les trois réels étant positifs;- y+ z= 0 et, en posanta=

c=————, on atrois réels posititg b etc telsquea+b+c=1.
X+y+z
. . s ¢
Le résultat de la questi@b) donneabc:#g— dou: xyzg{m] .
(x+y+z) 27 3

4. Montrerqgue l'inégalité précédente est une égalité sieetesnent sk=y =z

L'inégalité précédente est une égalité si, et seetd sia =b =c, ce qui revient a=y =z
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