Math Sup CCO03 CORRECTION

EXERCICE 1

s o e C— C C—-C .
On considére les applicatiohstg définies par f : . etg: 1—i
Z— 27+ 1| Z— 3+WZ

On dit que ze C estinvariant parf si, et seulement si,(z)= z.
1. Déterminer les points invariants gar(z, = - 1) ;

puis déterminer didéfinit une rotation / une homothéti¢'ze C, f(z)=2( z+ ) — |,

donc f est une homothétie

et donner le centrge point d'affixez)), I'angle / le rapport dd le cas échéafitrapport 2 )

6—3/2—3/2].
4—2a2 |

puis déterminer g définit une rotation / une homothétiec C, f(z)=e *(z- z)+ 2,
doncf est une rotation

2. Déterminer les points invariants gar| z, =

et donner le centrge point d'affixez,), et I'angle / le rapport dg le cas échéamtangle—%) .

EXERCICE 2

On considéere I'applicatiohdéfinie par f E=C
bp P "z Z+2iz- 2i

1. Soit we C.. Déterminer le nombre de solutions de I'équatfofz) = w ol I'inconnue estz.

(f(z2)=w<«(Z+2iz-2i- w=0), soit & résoudre darfs une équation du second degré dont le
discriminant estA = 4(w—1+ 2i).

Ainsi, siw=1— 2, il y a une seule solution, sinon il y en a deistidctes.

L’application est-elle injective Ron, car siw=1— 2i, w a deux antécédents distincts par
surjective ui, car tout nombre complexeadmet au moins un antécédent fgar

bijective ?Non, car elle n’est pas injective

2. Trouver les nombres complexestels que z° +(2i—1)z— 2i= 0
Le discriminant est\ = -3+ 4i dont une racine carrée e@st1+ 2.

L'ensemble des solutions est donc S = {1i}.-2

Remarque z= 1 peut apparaitre comme solution « évidente » ;

la factorisatior? + (2 — 1)z— 2 = (z— 1) ¢ + 2) donnant l'autre solution.

3. En déduire l'ensembleZ ={z€C, f(2)= 2 des points invariants par
(ze7) (72 +(2i-1) z- 2i= Q= ( 2= {1 2})
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4. Soitg I'application définie par g: .
Z— iz—i+1
Montrer queg est bijective et déterminer la bijection réciprequ *.
(9(2)= 2)« ( z=— iz+1+ ). Tout nombre complexa admet donc un unique antécédent @ar

On en déduit qug est une application bijective, 8z€ C, g *( 2 = — iz+ 1+ i.
5. Déterminer I'ensemblg (7). g *(1)=1, et g *(— 2)=— i, doncg *(-7)={L,—1+i}.

6. Donner une interprétation géométrique de I'apian g.

LT

vzeC, g(2= e‘E( z- 1)+ 1, doncg est la rotation de centre le point d'affixe 1dti5tngle%.

EXERCICE 3

Montrer que pour touk1]0;1] , 2Arctar{ /1_—)(]+ Arcsirf X- ).=g
X

On constate tout d'abord que le domaine de déimigéist bien ]0 ; 1], car il faut :

x#0, %50 - x0]0;1], et -1 2x-1< 1 O< x< 1
X

Méthode 1 (analytique) :

On considere la fonction définie sur ]0 ; 1] pair (x) = 2Arctan[ /P—X}+ Arcsin( X~ )
X

La fonction Arctan est dérivable sit, la fonction racine carrée est dérivable }mr’roo[ ,etla
fonction Arcsin est dérivable sur J-1 ; ffest donc dérivable sur]0; 1, et

-1
1-x
2x2 |/ =2
2 -1 2 -1 1
Ox0]0;, f (x) = 2x LS = + = + -0
l+[ 1—)(}2 \/1—(2x—1)2 Xz\/l‘xxxi 2\/—x2+x Ix/1- x \/X(l—x)
%

On en déduit que la fonctiohest constante sur ]0 ; 1] et, par continustér 0 ; 1].
Ainsi, 0x0]0;], ()= f(:l):g.

Méthode 2 :
] 1-x 1-x 2
Ox0]o;], co{ 2Arcta€ /—Dz 208{ Arct{n/—n— =1 - =l x2
X X 1+1_7X
X
Ox0]o;], co{g— Arcsirf X~ )sz si(1 Arcsifi 2- );lz 2 1.

Ainsi, 0x(1]0;1], co{ 2ArctaE\/§B= cc{sg— Arcs{ne- )}.

De plus, (x01]0:1], 2Arctar[ ll'TXJD[ or{ etg— Arcsifi 2~ )D[ @], on en déduit que

ox0]0;1], 2Arctar[\/§} :g— Arcsif 2~ ).
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Méthode 3 :

Pour x(0]0;1], on pose = cost avectD[O;;{.

f(coszt): 2Arcta{\/ﬁ}+ Arcsilﬁ 2¢O - )L— 2Arct€ in;tt]+ Arcgin cd$
:2Arctan(\ tart\)+ ArcsiyE siﬁ”_ D
2

tD[O;g[donc |tant| = tart et 2Arctan( tart)= 2;

de plus,n—ZtD}—n;n} doncArcsin(sir{n— D:n— 2 ;
2 2 2 2 2

Finalement,DtD{O;n[, f(co§t):1[ et donctx0]0;1], f(x)==.
2 2 2

EXERCICE 4

1. On considére la fonctidmdéfinie surR’, par h(x) =In [1+1j ——il.
x) x

a) Etudier les variations de
h est dérivable sur son domaine comme somme deidosatomposées de fonctions dérivables sur
leurs domaines de définition.

-1

OxOR,, h'(x)= ﬁ < 0. On en déduit que la fonctidnest strictement décroissante &ir.
x(1+ X

b) Etudier les limites da(x) aux bornes du domaine de définition.

Xx-0 X+ X-0

lim [|n(1+1D:+oo et Iim11:1 donc limh(x) = +oo ;
x-0" X

X - +00 X—+00 X+ X +00

lim (In(l+1D:0 et Iimi: 0 donc limh(x)= C
X

c) Dresser le tableau complet des variationk,d# en déduire le signe té) sur son domaine.

X 0 +00
h
\ O

On déduit de ce qui précéde qurOR,, h(x)>0.

X xIn| 1+=
2. On considére la fonctiog définie surR’, par g(x)=(1+1] e ( X]
X

a) Etudier les variations dg

g est dérivable sur son domaine comme composéesdiipde fonctions dérivables sur leurs

1
domaines eExOR’,, g'(x) = h( x)eI (1 Xj > 0.

On en déduit que la fonctianest strictement croissante SR, .
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b) Etudier les limites dg(x) aux bornes du domaine de définition.
OxOR,, xln(1+1j: xIn(1+ X - xin( ¥
X

] B ) 3 . xln(1+;] B
lim (xln (1+ x)) =0 et x“ﬂ;( xInxX) = C(par croissances comparées), d dxuﬂe =1

X-0

1
lim [xln (1+1jj = lim (In(1+X)j =1,dou: lime | [l Xj =e.
X v 0 X

X — +oo 1 X X — +00
X==
X

c) Dresser le tableau de variationsgde

X 0 +0o0

9 L /V e

EXERCICE 5

2
On considére la fonctioR définie sur{0;1] par F (x) =J.X Y at

0 '1_t2
a) A l'aide d'uneintégration par parties,
u(t)=t, u'()=L v(t)=—1- ', v{ )=

[0 ;X], pour tout réek de [0 ; 1],

montrer quelx0[0;], F(x) =[—t 1-t2 T —.fox—\/l—t2 d =—x/1- ? +joxx/1— £ dt.
0

=, U et v étant dérivables a dérivées continues sur
1-t

b) Calculerjox\/l—tzdt a l'aide d’un changement de variable, et en dédw(x).

On effectue le changement de varidtdesinu (avec d = cosu du) :

J.OX\/l—jdt:J.:mSinxx/E cosl d = J.Amsmx cdsu d:J.ArCSinXM d

ut]0;Arcsinx| 0 0 2
=cosu=0

:lArcsinx+}sin( 2Arcsir1><):—l Arcsir»<+—1 2sifi Arcsim) cds Arcsbgt:—l Arcs'mh—1 -1X
2 4 2 4 2 2
On a donc Ox0[0;] : F(x) =%Arcsinx—% % 1= X .
Remargque On peut également détermirtg(x) en utilisant une « astuce algébrique » :
x 2 x  1-t?
—dt=| - d —J/1-t* d
.[0 [1_t2 J.O J. +J‘ /1 t
= —;Arcsin(x) ;x\/ 1- ¥ +[Arcsmt] Arcsn( X - x\/

X
Cette méthode nécessite également le calc% —-t2at.

c) Déterminerlim F(x) =
x-1

N
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