Math Sup CC04 CORRECTION

EXERCICE 1

In(1+x°)
On consideére la fonctiorf définie surR par : x+— X
0 six=0

Si Xx=0

1. Montrer quef est dérivable suR .
OxOR,1+ x> > 0 donc x> In (1+ x2) est dérivable suR comme composée de fonctions dérivables

sur leurs domaines, etest dérivable suR” comme guotient de fonctions dérivables le dénotaima

ne s’annulant pas sk .
- In(1+ x>
(= 1(0) L) _ ) In(aeh)
X X-0 X ——h-0
h=x?

=1 (limite usuelle), on en déduit giest

En O :lim
X-0

dérivable en 0, ef '(0)=1. f est donc dérivable SR .

2. f est-elle de classe * sur R ?

2 _In(1+x2)

2

Ox#0, f (x) = - donc f ' est continue suR™ comme somme de fonctions

1+ x? X

continues, etim f'(x) =lim

x-0

In(1+x
[1+2x2 - n( sz )} =1=f'(0) donc f ' est continue en 0.

Finalement est de classe* surR.

EXERCICE 2
On considere la fonctiop définie surR par:¢:x— (x—1)€"
1. @) Enoncer la formule de Leibniz, qui donne la dérinééme du produit de deux fonctiodgetgn

fois dérivables.

Soientf etg des fonctions fois dérivables sur D. Alors la fonctiohg estn fois dérivable sur D et :

OnON,( fg)(”) = i(m f () gn )

k=0
b) Aprés avoir justifié quep est de classe ”, expliciter la dérivéa-ieme deyp .
f est de classe”, comme produit de fonctions de classé€ .

n Kk _ dn—k X
DnDN*,cb(”’:z[Ejd ((j’x‘ ! dxn(_f) dou: CnON' [IxOR 00 (x) = (x- 1) &
k=0

n (k) 0
2.0n considére la suitgs, ) . définie par: VneN',§ = ng kf )
k=1 '

Donner une expression simple $g=n fonction de, et en déduire la limite de la suite.

v (1K) &2 1) . 1 . B
OnON ,Sh—; o —; (k—l)!_ﬁ _1_E (par téléscopage), dim S, =1.
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EXERCICE 3

Soit (a;b;A)JR?x R". On définit une suitgu,) - par :

U=a, u=b et VvneN, u_ _,=u,,+\u,

1.0n suppose(un) convergente. On ne demande pas d'expliaifer
a) Montrer quelim u, =0.

n- +oo

On sait qug(u, ) converge ; notonissa limite.
vneN, u,.,=u,,+Xu, donc, par passage a la limite=1+ Xl .

CommeX =0, on a bien = 0.

b) On considere la suits,) = définie par :vneN,S, =) u,

ne
k=0

Montrer que(S,) . est convergente, et quien S, :_Tb'

n- +oo

1
vneN, u,.,=U,,+\u, doncvneN, u, = X(un+2 —U,,,) (carx=0).

n

On en déduit quevVneN, §, = Zn:uk ZEZ(UM - Uk+1> =—1
k=0

u.,—u ar téléscopage).
N x( 2 —Uy) (p page)

(u,) convergeant vers 0, on en déduit ¢&g) converge versrb.

2. On suppose =_71.
a) Expliciter u, en fonction den, a etb.

(un) est une suite récurrente linéaire d’'ordre 2, d’éqnaaractéristique’ —r +Z =0

. 1 . !
qui admetE pour racine double. On a don&ne N, u, = (oerB)[%] .

n

Les valeurs initiales donnentrne N, u, = ((2b—a)n+a) L

N - +oo b=

n k
b) En déduire la valeur deim Zk(%) .
k=0

1 n . . _ .
On prenda=0 etb=E ;On0ON, u, =E et limu_ = lim ne™"? = 0 (par croissances comparées).

n— +co n- +oo

n n k
D’aprés la questiofib) lim > u, =2 d'ou: lim Zk(%) =2.
k=0 k=0

N—-+o00 n- 4o
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EXERCICE 4

Soient A, B,C trois points du plan~ tels quedet(@ A—C) > C.
On munit.~ du repére orthonormé direet :(A,A—B])

On suppose que les coordonnée€dians. ~ sont(a,B) .
1. Que signifiedet(A—B,E) > 07 que(ﬂé,ﬂé) est une base directe du plan.

—_— 1
Justifier que3 >0. Dansw,det(AB ,AC)> 0= 0

a
e C dou B>0.

2. Déterminer une équation cartésienne des médiana8a.

1
SoientC'(E;OJ le milieu de [AB], etA. la médiane issue d&

11
- X—— Oo—-——
M (xy)04; = de{CMCC)=0-[" 2 2= CQet ainsi :A. 18(*%‘[0‘ ‘EJFO-

2 2
y B
. fa+l B . . .
Soient A TE le milieu de [BC], etA, la médiane issue d&
o+1

X 2 B o+l
M (xy)0A, < 5 =0 et ainsi:A,: X y=0.

Y2

o
Soient B(EEZJ le milieu de [AC], etAg la médiane issue d&

a
Xx-1 —-
M (xy)04, = 2[3 =0 et ainsi Ag: —(X—l)—(%‘l)yzo-

Y2

N [T

3. Démontrer que les médianes ABC sont concourantes.

o+1
On démontre qué , et A, sont sécantes e@(T%j en résolvant le systeme
B. a+l
Px-—=y=0
2 2 Y
200 ap=o
2(x-1)-|=-1ly=0
2( ) 2 Y

Les coordonnées de vérifiant I'équation del\. , on en déduit qu& LA, .
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EXERCICE 5

Dans le plan~, on considere un trianghBC équilatéral direct.

s - Ny FB
On munit.»~ du repére orthonormé direet :(O,l,J) ouO est le milieu deAB] et | ZW :
et on posé\(-a; 0) etB(a; 0) dans~» oua> 0.
1. Déterminer les coordonnées cartésienngS dans. .

(6@;66) étant une base directe orthogonale, ordat(aé;aé) >0 etOBOC= C
Ceci donne x. =0 ety, > 0 De plus,y. =OC =+/BC? -0OB? = a/3.

Finalement, dans~ , C(O;a\@).

2. Déterminer une équation cartésienne des drok€s €t BC).

. X+a a
M (xy)O(AC) = det{ AMi;AC)= 0= , a3 C etansi A0 ay/3(x+a)-ay=0.
M (x y)B(BC) = det(w;gé)= 0 S C, etainsi BC): a\@(x—a)+ay=0.
y aJ3

3. Montrer que sM est un point intérieur au triangdBC, la somme des distancesMe chaque cbté

du triangleABC est constante.

SoitM un point intérieur au triangBC.
o(1 (0] e () oo ()= 25 el AC) ot )

BC AC AB
~def{BM BC) de{AM AC) - defAM AB
_~dei(BM )+ de{ AM Ac)+ defAM AB)
BC AC AB
:_a\/é(x_a)—ay+a\/é(X+a)_ay+2ay:a\/§
2a 2a 2

( En deuxiéme ligne, on exploite le fait gesst intérieur ABC et queABC est direct.)

EXERCICE 6
Dans le plan~, on considére deux points distinétst B.

Soitk un réel strictement positif, et sdif, 'ensemble des pointd de.~ vérifiantl\l\:—g =k.

1. Caractérisef”,. M I, « MA=MB doncT  est la médiatrice de [AB].

2. On suppose désormais gliet 1.
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a) Montrer qu’un poinM de .~ appartient &, si, et seulement si, les vecteWA -k MB et

MA+kMB sont orthogonaux.

MA-kMB et MA+kMB sont orthogonaux si, et seulemenéﬁ&—kﬁé).(ﬁﬁ& kﬁé) =0 et
N - — MA
(MA—kMB).(MA+kMB) 0~ MA -K*MB =0« MA=KMB - s =K

b) Montrer qu’il existe un unique poiht(resp.J) de.~ tel queIA kIB (resp JA+kJIB= 0)

-kIB=0 = IA—k(fA+ KE) =0« Al :Lkﬂé; ainsi il existe un unique poihte .~ tel que

>

IA-kIB=0 (I estlimage deB par I'homothétie de centieet de rapportlLk).

De méme,) est I'image déB par I'homothétie de centieet de rapporrtl;—kk .

Par ailleursl #J puisque, pouk > 0 etk #1, L¢—k
1-k 1+k

) Montrer qu'un poinM de.~ appartient &, si, et seulement sMI. MJ = 0.

(m-km).(m+km)=o - (W—kW+ﬁ—kWB).(W+kW+ﬁ+kJT3)= 0 MIMJ =0

d) Caractérisef . Puisquel #J, I, est le cercle de diamétre [IJ]
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