Math Sup CCO05 CORRECTION

EXERCICE 1

1. On considére dans I'espace vectoiiel les ensembles :
E:{(x; Y, JER®, x+3 y- 2:0}, et F:{( Xy pER® 2% 3y =z })

a) Montrer queE etF sont des sous-espaces vectorielRdeet en déterminer des bases.
E=Vect{(1;0;1);(0;1;3)}F=Vect{(1;0;-2);(0;1;3)}

b) Déterminer une base du sous-espace vectafigF . E(F = Vect{( 0:1; 3}

2. L’'espace:” est muni d'un repére orthonormé dir(a@ﬁ;i;l?).
a) Etablir une équation cartésienne du pRapassant pa® et admettant le vecteur= 2i — 3T+IZ
pour vecteur normalM (x; y; 2) [0 P OMOr=0 « 2 x 3y = 0.
(On reconnait I'équation caractéristiquekle.)
b) Etablir une équation cartésienne du plampassant par le&( 2 ;1;5),B(-1;1; 2) elC(-3; 2 ; 3).
M(xy; 20 Q- det(m;fB_KC}: 0O %3y zC
(On reconnait I'équation caractéristiquekde.)
x=0

c) Déterminer l'intersection des plaRetQ. P(1Q:< y=1t tOR . (On peut utiliser la question 1!)
z=3t

EXERCICE 2

Soientn un entier naturel non nul, &, a,,...,8, des réels de [-1 ; 1] deux a deux distincts. Gsepo

P= ; (X—a}),etDkD[[O;n]]:Lk:ﬁX_aj .
i=0 =0 & — g,

1. @) Quel est le degré dg? L est le produit da polynémes de degré 1 ; deg(=n.

b) CalculerL, (a) pour toui €[O;n]. Vie[0n],L, (a)=0, :{O sii =k

1 sii=Kk

c) Montrer que la famillgL, ), forme une base d& ,[X].

Soit (X, ),.,..tel qued "N\ L, =0. Alors, Vi€ [0;n],> "\, L (a)=X=0
o k=0 k=0
La famille (Lk>0§k§n est donc une famille libre de cardimat 1 qui est la dimension d& , [X];

c’'en est donc une base.
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2. On considére une fonctidrdéfinie sur [-1 ; 1], et on pose :
L=> f(a)kL
k=0
Montrer queL est 'unique polyndme d&,[X] tel queVi€[0;n],L(a)= f(a).

vie[on].L(a)=2_f(a)k(a)=f(a).
k=0
SiD est un polyndme d&,[X]| tel queVi €[0;n],D(a )= f(g), alorsL —D est un polyndme de

degré au plug, admettanh + 1 racines (leg), c’est donc le polynéme nul. D’ou I'unicité.

3. On suppose queest de classe ™, et on prend dans [-1 ; 1] distinct d&,, a,,...,3, .

a) Justifier queP(x)=0.
P est un polynéme (non nul), de degré 1 admettant pour racineg, a,,...,8 exactementx n’étant
pas I'une d’ellesP(x)=0.

On considere la fonctioR définie sur [-1 ; 1] par F (t)= f (t)— L(t)—%xl)'()() P(t).

b) Montrer que : vk € [0;n+1] 3 (0t 0 0tyy vy s i) €[~ LI tel que:
o <0 <o <Oy ey WL VIE |[O;n +1- k]] Fk ((xk'i>: 0.

n+1l

On remarque tout d’abord, gfieetant de classe™ ~sur [-1 ; 1],L etP étant des polynémes (de

classe~ ™), la fonctionF est de classe™*sur [-1 ; 1].

Yk €[0;n+1], on note ki la propriété :"3(cy, g, 0y preniyns i) €[~ LI tel que :
Qo <y <o < Uy o €LV €[ON+1-K] FY(a, )= 0"

vie[on],F(a)=0 et F(x) = 0;0n a dond, avecw, quisontlesy etx.

Soit k € [[0; n]], on suppose kraie ;

Vie |[O;n +1- k]] F® ((xkqi): 0, on appliquant le théoréme de Rolle & la foncEthsur chacun des
intervalles[cxkqi;akm] aveci €[ 0n— k] (ou la fonctionF™® est dérivable), on obtientH.

Ainsi, par une récurrence finie, on obtient qupriapriété H est vraier€|[O;n+]]].

S[UEJ|P(X>| (n+1)
E d ,d . f L < xe[-1; f n+1
C) n deduire quexg[ulp1]| (X) (X)| B (n + 1)' XE?*Lllg ( X)‘

Le résultat précédent (avke n + 1) donne ¥x€[-11 ,x¢{4a,4,....a}

Joug10€ ]_1;1[ JFr (O‘n+1,o) =0 7 (O‘ml,o) —Lm (O‘ n+ 1,J _M p (OLMLO)

=0
P(x)
L est un polynéme de degré au piugoncL®* V=0 ;
P est un polyndme unitaire de degré 1, dondP"* V= (n+ 1) !
f —L P
On a donc 3a,,,,, f "™ (cxmvo)—%(n—kl)!— 0 f(x)— L(X)= (nj-)i))l " (o 00)
Par ailleurs,¥i €[O;n], f (3)—L(a)=0
sup |P(x)
On en déduit f(x)— L(x)| <224 £
n en dédui quexf[EJm (x)—L(x)|< 1) X;}ﬂg (x)‘
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EXERCICE 3

B 1
1—x+ X
1. a) Déterminer”/; I'ensemble de définition de et justifier qud est~ * sur ~.

On définit la fonctionf par: f(x)

Le dénominateur ne s'annulant pas Buy ;= R ; de plusx+—1— x+ ¥ est de classe “sur R,
ne s’annulant pas, il en est de mémefde

b) Calculer le développement limité d’ordre 3,»en 0, def(x).
f(X)=1+(x— %) +(*¥—2X)+ X+ g( X), soit: f(x)=1+x— X+ q( X)
Quelle conséquence peut-on en tirer coaeeda courbe représentative fde

On en déduit que la courbe dedmet au point d’abscisse 0 un tangen@équationy = 1 +x, et
qu’a droite (resp. a gauche) la courbe est en-degsesp. au-dessus) de la tangente.

Un schéma clair est également attendu.

2+ .

5 -1 ol 1 5

2. a) Rappeler la formule de Leibniz (hypothéses coregliscf cours)

b) En partant de I’égalitél— X+ x2) f(x) =1, prouver que, pour tout entier=2 et xLJ ¢ :
(1= ) 19 (9 (@ ) £+ ¢ 79 y=0
ou a,,h, etc, sontdes entiers ne dépendant qua,dpie I'on explicitera.

On noteh: x—1— x+ ¥ ; hetf sontde classe ®sur R, donch f également.
De plus, VxR, h(x) f( X =1implique que¥n> 2,(hf)(n> =0 et la formule de Leibniz donne :

n.(n
vn> 2,
n> kz;[k
d’écrire quevn> 2,YXe ;: (1—x+ xz) f(")(x)+(2nx— 0 i("'l)( 3+ f ) {‘”‘2)( =0,
eta, = 2n, b, =—netc, =n(n— 1) qui sont bien des entiers.
f(“)(o)

n!
Remarque f étant de classe” “ sur R, d’aprés la formule de Taylor-Younfy, )O<n<preprésente la

WY £"Y = 0; enfin, xe R,h'(X)=2x—1, h{ %= 2, et/ k> 2/ = ( nous permet

3. On pose pour toutde N : u, =

suite des coefficients de la partie réguliére dy(DLdef (peN).

a) Montrer que la suitgu, ) est une suite linéaire récurrente d’ordre 2.
En évaluant la relation déterminée dans la quegtiécédente en 0, on obtient :
On=22, f(0)-n " (0 +n(n-1 £ (= ( soit encore N>2, U, —u,, + uy,_, =0,
on en conclut que la sui(eln) est une suite linéaire récurrente d’'ordre 2.
On sait de plus qu& = 1,u; = 1,u, = 0 etus = -1 (d’aprés le Di(0) def).
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b) Montrer quelInIN, u,,, =—U, ; puis quenON,u,, = Uu,.

Ona:0n0N,U.;=U,, - un+1:( U1 ™ Un)_ Y=~ 4 ethnN, U, =-U,; :_(_un) =4
(on dit que(u,) est 6-périodique).

4. Quelques applications :

a) Donner le développement limité d’ordre 12xen0, def(x).

12
D’aprés les questions précédenté$x)=> "u, X' + q( )%2)
n=0

etl=u =-U,=U,=—Ug, puisO=u, =-U; = U, =—U,, enfinl=u; =—U; = Uy = —Uy = U,.
On conclut : f (X) =1+ x— X — X+ ¥+ X— X— X+ X+ p( ﬁ.

b) Calculeru,y,.
Comme 2016 est divisible par@gs= U = 1.

¢) Montrer que, pour toutde N, (52" —1) est divisible par 6 et en déduire la valeurugg, .
Soit pour toun deN , H,: « EkDN/(SZ” —1) = 6k ».
Hg est vraie ;
Soit nON, on suppose Hvraie : EkDN/(SZ” —1) = 6k, alors5™""* =5" x 25=( 1+ &)x 2td'ou :

52 ~1=6( 2% + 4 ; Hy., est donc vraie.
Par principe de récurrence, Elst vraie pour tout dg.

2016 est un nombre pair, dofk ON /5" = 6k + 1; par suiteU.: = U =1.
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