Math Sup CCO06 CORRECTION

EXERCICE 1

On décide d'observer l'activité d'un individu suraulongue période. On note I'activité effectuédadeules
heures, et on remargue les choses suivantes :

* L’individu n’a que trois activités différentes : nger, dormir ou travailler ;

On note A, I'événement « I'individu travaille & I'heure» ; B, I'événement : « l'individu mange a I'heure
n»; C,l'événement : « I'individu dort a 'heumre» . On notea,, b, etc, les probabilités correspondantes.

{A,, By; C} forme une partition de l'univers. On a doam[IN, a, + , + ¢, =1, et la formule des
probabilités totales donneJED. ~ (Q),On0N, P(E)= R (Bx a+ R( gx b+ P( Ex ¢

* A Tl'heure numérotée 0 ol I'on commence I'expériediaedividu mange ;a,=c, =0 ethp=1

» S'il travaille a une certaine heuneil mangera a I'heure suivante avec une probaldiit, et dormira
avec une probabilité %R, (A.,)=0; P, (B,,)= B, (G,,) =%
» S’il mange a I'heurae, il travaillera a I'heure suivante avec une prali#d/2 , et dormira avec une
probabilité %2 égalementR, (B..,)=0; B, (A..)= R ( G,.) :%

» S’il dort a I'heuren, il travaillera a I'heure suivante avec une pralit#bs , mangera avec une

probabilité ¥ , et continuera & dormir avec unéabilité %2.P. (A.,)= R (B,,) = R(G,)=

N

1. Relations de récurrence
a) Calculer les probabilités, by, ¢, a,, b, ¢y, a3, bs etca.

La formule des probabilités totales permet d’obtanéc Ies données de I’énoncé :

R P ST _1 _1 1 3 _ 1_1
ai-zb)-z,tl 0 ¢ Q az b1+ Q bz 31 q gfz 61+ l}+ Q 5
—l 1 —_5' :_1 _1 =—: C=— — — :_1
PR e BT RP E M 16% 2aer 2Q+ 29 Z
P x P
b) Calculer la probabilité conditionnellé., (Ag) =5 (%zcg)( %) =% (d’aprés la formule de Bayes)

c¢) A l'aide de la formule des probabilités totaledtetminera,.1, by.1 €tcq1 €n fonction dey, by, etc,.
—Ebn+1' . bﬂ —_1 +_1 . —_1 +_1 Q-}-_l
Ay 5 4Cn’ 1 25!1 4% Gi1 2% > 2(9

2. Premiere méthode de calcul de probabilités : 2dide de suites

a) On posau, = a, + b, etv, = a, —b,; montrer que les suites,f et (,) sont des suites tres particulieres, et
donner leurs expressions en fonctiomde

OnUN, u,,, = a1+1+bn+1— b+~ —lan+—1 G=— at bt g =—1:d’00ruo=l, et OnON’ MFE
4 2 4 — 2 2
OnON,v,, =8, - m1:% b+ %q—% __411 q:—;( h- 571):_—21\*§ (v,) est donc géométrique de raison

_71 et de terme initial -1 doncInON,v, = - _El) )
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b) En déduiren, , b, etc, en fonction de.

, 1 11 (-1\"
=0, etOnON g == == = —
3 =0, etOnIN’ 3, =2 (uy, + ) 2(2 (J]

. 1 11 (-1
=1, etOnON b == - ] i
% B Z(U” V’) 2[2 ( 2) J
* 1
¢, =0, ettnIN ’Q:“FE

c) Déterminer les limites des trois suites quarténd vers+o .

. (-1)" . . 1 . 1
im|—| =0 donc Ilima = limb == et limc, ==
na+oo( 2] na+ooan n4+o<>bn 4 na+ooCn 2
3. Deuxieme méthode : a I'aide des matrices
c, 1/2 1/2 1/
a) On poseX, =| a, |. Déterminer une matricA07,(R)telle que X,,, = AX,. A=|1/4 0 1/2
b 1/4 1/2 O

n
b) Prouver rigoureusement quendN, X = A" X;.
SoitOnON, H, : X, = A" X,
Ho est vraie. Soin[JN, on supposeél, vraie ; alorsX,,, = AX, = AR X = A™ X doncHy.; est vraie.

Par principe de récurrengg est vraieIn[JN .

1 0 -1 1/2 1/2 1/
c) OnposeP={1/2 -1/2 1/2|. Montrer queP est inversible et calcul&*. P*=| 0 -1 1
1/2 1/2 1/2 -1/2 1/2 1/2
1 0 O
d) Calculer la matric® = P?AP=|0 -1/2 0| eten déduireA" puis les expressions dg b, etc, en
O 0 O

fonction den.
SoitOnON, H, : A'= PD"P?
H, est vraie. SoinN, on supposél, vraie ; alorsA™ = AA" = PDP! PO} P*= PD'! P! doncH,,; est

HR
vraie. Par principe de récurreridgest vraie In[N .

Ainsi OnON, | a, |= A| & |= A0 (-1/2" o P o|=| 1/4 1/2(- 1/}
b, ) (0 0o 0

1/2(1/2+(-1/2")

4. Troisieme méthode : a I'aide d’applications lindires

a) On considére I'applicatiohdéfinie surR® par f (x; y; 2) =[X+ ;H z. X+42 Z )&42 >j

Montrer quef est une application linéaire et déterminer sogancet son image (on donnera une base de
chaque).

D((x;y, 2);(ahb ();)\)DR3><R3><R, f(( xy E+A( a;b)n) f ;x;y)zA (f;a b doncf est linéaire

Kerf=Vect{(-2;1;1)};Imf=Vect{(2;1;1);(1;0; 1)}
b) DéterminerF = Ker(f - IdRs):Vect{( 21)} @ G= Ker[ i +% Idst = Vecf(0,1;-1)} .
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¢) Montrer que tout vecteur =(x; Y Z)DR3 peut se décomposer de maniére unique sous la forme
u=u. +y;+y, avec u. OF, y;0G et y, O Ke( f).

2 2

On note u,=(2;1;1) U =(0;1-) ety=(- 2)lona:F =Vect{u} ,G= Vect{ u_l} H= Vecf u}.

2\, -2\, =0 A,-A,=0
O(AGA A ) DR, AUHA , U+ A =0 A #A #A =0 A #A 7 0= A ZA =\ 70
? A=A, +A,=0 [A,=0

donc la famille{ul; u_,; uo} est libre, de cardinal 3, elle forme une bas&®de
2

Ainsi DuOR?, OA;A ;A OR?, u=Au+h, u,+A U=y + Y+ y otu. OF, uy;OGety, OKef f).
2
d) On notep, q, r les trois applicationsu+— u., u— , u— y,.(Ce sont bien des applications, du fait de

l'unicité de I'écritureu=u. + Yy, + u, .)

Montrer quepe p= p Qe g= q et ro r=r, et déterminer ce que valefitet p feq  fir

(on doit obtenir des expressions simples gyepetr).

Par unicité de I'écriturellu. OF, p(u)=u;0 wOG q u)=y etd yOKe( J,(u)=w
Dot : OuOR*u=u+y+y, P U= u)= W g Q= @Y= et or (r)w (r =
OuOR%,u=u +y +y,:

fop(u)=f(w)=y carF= F:Ker(f —Id]R3) doncfop=p

foq(u)= f(%)=—%% carG:Ker(f%ldst donc f oq:—%q

for(u)=f(u,)=0carH=Kerf donc for=0

e) En déduire une expression dé a I'aide dep, g etr, puis donner la forme explicite dé(x; y; 2) .
OuOR®%,u= p(u+ o U+ (Y donc,f étant linéaire,

f(u)=fop(u)+ fooY+ fo (Y= H Y- 4 )

SoitnON", H, : f" = p+(_?1J q
H, est vraie. Soin(ON", on supposél, vraie ; alors

L . -1 n ~ -1 n ~ -1 1 .
f™=fof H—Rfo(p+[—j q] = fo p+[—2j fog= p+(—2j gdoncH,. est vraie.

2 f linéaire

Par principe de récurreneg est vraieIn[ON" .
On note é;; & ; &) la base canonique d&°*. On a :

e =1/4{u -y,
u=26+e+g |g=1/4(u-u) (L L-L) (=)
u,=e-¢ ~16- 6=y = ze=1/4(2.q+ g+ 19( Lo 4+ )

u=-26+6+¢ |e+e=1/2(y+y) (L L+ L)

es=1/4(—2u.1+uo+ L{] (L L-L)
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1

Onadonc:p(g)= p(g)= |c(§)=;11 y 4870 @ 4=7 & (qg)s=_—21 -y

Soitu=xg + ye+ zelR®,
@)=p() (5] d0= {9+ vb g+ (S ( e bae ()

(1) =2(x y+ 2 11|+(_?1)(—; = % 4

e dend 33 (M 43R H )

et ) B 36 o

f) Quel est le rapport avec le reste du probleme ?

SoitOnON, H, :(c;a;h)= (¢, a; B)
Ho est vraie. SoinON, on supposel, vraie ; alors

1 c +2 +2 . .
(Couts B ml):(z((}ﬁ a+ k)= 2 q;cn 2 %j: f(¢ a b= (g @ P doncHy.. est vraie.

Par principe de récurrenéf est vraie In[ON .

EXERCICE 2

__Arctanx

Soitf I'application définie suR par: f(0)=1 et vxeR" f(x)
X

On note Gla courbe dé dans un repére orthonormé du plan.
1. a) Montrer quef est paire, et continue siit.
f est définie suiR . La fonction Arctan étant impaire, la fonctibast paire.
Par quotient de fonctions continues, le dénomimatels’annulant pas s, festcontinue suR’ .
2
. RN X
Le développement limité & I'ordre 2 deen O est :f (x) =1+ a(¥).

On en déduit que la fonctidradmet 1 pour limite en 0, et donc gu’elle y estticme.

b) Montrer que est dérivable en 0 ; donnigf0) ainsi que I'équation de la tangente a ~; au point
d’abscisse 0, et la position relative de et. .~ au voisinage de ce point.
Le DL,(0) def ci-dessus donne :
f dérivable en 0 aveld(0) = 0 (c’est le coefficient de dans la partie réguliére du DL) ;

'+ admet pour tangente au point d’'abscisse 0 laedroid’équation y =1 ;

2
'+ est en dessous de au voisinage du point d’abscisse 0 (cfa(rx) —1;—%).

c) Justifier quef est dérivable suR™ et donnef ’(x) pour toutx de R" .
Comme quotient de fonctions dérivables, le dénotaimane s’annulant pas sl , la fonctionf est
1 Arctanx

dérivable surR’, et IXOR', f'(x) = (1) X
X
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X 2 —
d) A l'aide d’'une intégration par parties, montreequvx ]R,f t 1
ey 2

1
—2) et v:t>t; uetvsont de classg" surR et OtOR, u'(t) =

Soientu:t—
2(1+t

(+e)

d’aprés le théoréme d'intégration par parti@(DR,onu‘w[ ) —IOX uv, on a donc :

t? —t

2(14t%)

1 px ot —x 1 -1,
= — —Arct =—xf(Xx).
+2fo e 2(1+x2)+ 5 rctan(x) 5 X f ()

VXGR,fOX<

7 dt

0

e)En déduire les variations de
2

La fonctiont — est positive suiR donc, par positivité de I'intégrale, la fonction

2

(1+17)

X 2

X f ( t )2 dt est positive suiR™ . On déduit de la question précédente que la fomtti est négative
0 1+t2

sur R" ou f est donc décroissante. La fonctfagtant paire, elle est croissante &ur.

2. Soit ¢ I'application définie sulR par: ¢(0)=1 et VYxeR’ p(x):%fox f(t) d

a)Montrer qued est paire.
¢ est définie suiR .

Vxe]R*,gp(—x)zi—lfofx f(t)dt = i f(—u)(—du) = 1 f(u du=¢( ¥, doncy est paire

X u=—t ¥ 0 f paire XJ 0
b) Montrer que¢ est continue suR .
La fonctionf est continue suR , donc d’aprés le théoreme fondamental d’intégnati@ fonction
X 1 '
: R,F = f(x.
F foo f (t)dt est de class€" sur R et Vxe (x)= f(x)
Par quotient, la fonctiorp est continue suR’.
: _F(x) . .
De plus,lim o (x) =lim ——= = F'(0) = f(0)=1, la fonction est donc continue en 0.
X— X— X

c) Montrer qued est dérivable sSUR™ et que :vxe R",p'(X)= a f(X) o X))

On a dit dans la question précédente Fg@st dérivable suR , donc par quotientp est dérivable suR’" .

De pIus,VxeR*,@'(X)X—zl F(x)+%( f(x);l(( f(X—( %)

d) Montrer qued est dérivable en 0 et détermiri(0) .

2
On a vu dans la premiére question gadmet un DK(0) qui vaut : f (X) =1—X§+ q,( %)

On en déduit que sa primiti¥es’'annulant en 0 admet un B{D) qui vaut :F (x) = x—§+ Q)( x°')
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2

puis que ¢(x) :1—%+ qj(xz) . Ainsi, la fonctiony est dérivable en 0, et'(0)= 0.

e) Etudier les variations dé .
¢ étant paire, on étudie ses variations Bdr.

e R 9 ()= (F(9—e(¥)= 5 ¥4 [ 4ad=3{ 7 13- 1 )ai:

La fonctionf est décroissante stit* donc, Vxe R",Vte[0;x, f(x)— f(1)<0,

La positivité de I'intégrale donne dortxe R, , ¢'(X) <0 et par suite :
( croissante suR~ et décroissante suR " .

f) Montrer qu'il existe une constantetelle que : vt >1, 0< f (t)g%
Vt>1, 0< Arctar(t)g% donat> 1, @ f(t)g%
En déduire quglrpm% lx f (t)dt =0 puis quexﬁrpooup(x)zo.
L'encadrement précédent donne (par positivité ideegrale) :
X xdt 1 px wIn(x
=1, 0< [ f(t)dtg%flT donarx> 1, g;j; f(t) t 2)(()

: e IN(X L _ x
Par croissances comparéeém ) =0 ; le théoreme des gendarmes donfim Ly (t)dt=0.

X—+00 X X—+oo X J1

. 1 1 X X B
Ona .@(x)—;[fo f(t)dt+fl f(t)dt] donc , par sommelerpmup(x)fo.
3.0n considére I'équation (E) x*y'+ xy= Arctan x

a) Résoudre (E) suf-oc;0] et sur|0;+od] .
Soit I €{]—00;0[;]0+00[} ; onnote (H) :X’y+xy=0 I'équation homogeéne.
Les solutions de (H) surrsont : x — < ouC est une constante réelle.
X
On a montré qué&/x € R*,&p'(x)zl( f(X)—@(¥) donc Xp ( ¥+ %( x= x{ X,
X

ainsi ¢ est une solution particuliére de (E) sur

On en déduit les solutions de (E) swont : x +— 9+ ¢(x) ouC est une constante réelle.
X

b) Montrer que¢ est I'unique solution de (E) sk .

¢(0)=1, donc la seule solution de (E) définie &iest pourC = 0, c’est-a-direp.
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