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) 1°) a) OxO[0;+oo[, f,'(x) = X" e* (n— 2(2) .
Par croissances comparédisy f, (x)=-1. X 10 > oo
On en déduit le tableau des variationsfgle
fn / \
-1 -1

b)f, (1) =3 & — 1 > 0, donc d’aprés le T.V.I. (la fonctifnétant continue sur son
domaine) la fonctiof,, s’annule su{0;+oo[ en deux réels notég etv, tels queu, < 1 <v,.

2°) D’apres le tableau de variations,> \/; ,donc d’apres le théoreme de comparaison :

lim v, =+co

n - +oo

1 ) fn+1(un) = 3U:+le_u"2 - 1: un - 1< O

n
n

30) a) fn(un) =0donc e_uﬁ =

b) On a:f,,,(u,.,)> f...(u,). La fonctionf,.; étant croissante s{if;1], on en déduit

que la suite(un)n>2 est croissante. La suite étant croissante, majmaéé, elle converge vers
un réel inférieur ou égal a 1.

#)a)(g,(t)= 0  (IN@*nIn¢)»-t*= ¢ - ( i & &)= §>@ (8€=)- (1,13 P
b) SiU# 1, In(U) # 0, alors commen(u,) = 0 on a nIn(u,) = u,? — In(3), ce qui aboutit
a une contradiction, par passage a la limite.

c) On déduit de ce qui précede fue 1.

) 1°) Les formules de trigonométrie hyperbolique donnent
_ th(x) +th(y)

O(x y)OR?, th(x+y) 1+th(x)th(y)

donc la fonctiorth est dans E.

2°) a) Sif est dans E, constante égalg,@n a :C = f++C ce qui équivaut a

CZ
co{-10;3}
b) La fonctionf étant un élément de E, s'il existe un r@&l quef(a) = £1, alors :

f(x)+f(a) _f£1
1+ f(x)f(a) 1 f(x)

OxOR, f(x+a)= =71



21 (0)

3°)a) f(0)=———= doncf(0) O{-10;3} . Commef n’est pas constante, on ne peut
1+(f(0))

pas avoirf(0) 0{-13} doncf(0) = 0.

o O f(=x) _ e _ N
OxOR, f(x X)_1+f(x)f(—x)_0 on en déduit qui-x) = -f(x) donc f est impaire.

b)OxOR, f(x)= f()2(+)2(j:1+2(ff%(jnz.
2

or, OyOR, (1-|y])*2 0 donc 1¥*> Bi= 0, dou a‘ 2y

>
1+y?

2y
1+y?

OxOR, |f(x)|<1, doncf & ]~ Lfi

De plus,

=1~ |y|=1.Comme il n’existe pas de réetel quef(a) = +1, on a

4°)a): OnON, On note P :OxOR i I E:))g =Gt : EXJ "
La propriété est clairement vérifiée pour O.
On suppose la,Rraie pourn=0.
L (nx)+ f (x)
1+ f((n+1x) _~ 1+ f(nx) f(x) _ 2+ f(nx) f(x)+f(nx)+f )
" 1-f ((n+2)X) _1_ f(n)+f(x) 1+ f () f (x)— f (nx) - f (x)
1+ f (nx) f (x)
() (14 £ 60) (141 (T 241 () (141 ()"
- f(m))(-f ) (1-F(x)) 1-F(x) '

Pn+1 est donc vérifiée. La propriété est héréditaire.
Par principe de récurrence, la propriété esevpour touh.

UxOR

b) En prenant = 1 dans la propriété précédente, on a :
1+ f (n) . b"-1
=b" ce qui donnef
1- 1 (n) g (F o

1 o .
c) En prenant=— dans la propriété montrée au a), on a :
n

1+f(Q 1+f(1j 1 b%—l
( )= A ce qui donne: (—j =

- Tl
-1 1—f(ij o +1



M =k. En particulier, limnx f (Ej =k

n- +oo n

5°) a)Ona:IhlirgJ

p1) o™
n| b" -1 ne -
Ona:an(£j= =

1 1
n bﬁ +1 eﬁln(b) 41
Lin 1, hin(b) _
comme Ii+m( el (b)+ 3: 2 et Iinm[ ré(b)_ jl i gﬁ,e - ]j: ln( &
on en déduit:k :@ .
f(x)+ f(h)
_ Trreavem T sy (1-(F )
b) OXOR,0h # O, f(XJ’hr)] f(x) :1+f(x)fr$h) _ ( h( ’)

On adoncf ):h[ignf(“hr)]‘f(x):k( (1 X)) .

c) On a supposé non constante, donk # 0. De plus, commeIx[R, f (x)D]—l;][,

la dérivée dé est de signe constant et ne s’annule pas.
La fonctionf est donc strictement monotone.

n

D’autre part, lim f(n) = lim 1=1,etf étant impaire,lim f(n) =-1

nﬁ+oob +

On en déduit queest une bijection d&® dans ]-1 ; 1].

6°)a) La dérivée dé ne s’annulant pas, la bijection réciproque dst dérivable sur ]-1 ; 1],

ookt () )= f'(fl‘l(w) ) k(l—(f (t%y)))z) : k(l‘lyz)'

b) On en déduit quelyD]-11, ()(y) :%Argth )+ (0 :%Argth V).
Ainsi, OxOR, f (x) =th(kx).




