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PROBLEME d’algebre
2a-b 0 0

Pour tout réela etb, on poseM, , =| —a+b a —a+tb|,puisF :{Ma’b/a etb réel};.
-a+tb -atb a

Partie | - Etude d'un cas particulier (8 points)

a-1 0 O
Dans cette partie, on predo= a+1, et M, devientM,=| 1 a 1
1 1 a

On note f, 'endomorphisme dé&R* canoniquement associéMd, .
On posed, =(1,-1,0), d, =(1,0,-1) etd, =(0,1,1).
1) Montrer queD =(d,,d,, d,) est une base d&*. Det(d,d,, d,)=2#0
2) Calculer f (d,) =(a-1)d,, f(d,)=(a-1)d, et f(d,)=(a+1)d,
a-1 0 0
et en déduire lamatricd, =| 0 a-1 0 | de f, dans la basB.
0 0 a+1
3) Montrer que, quelque s@if f, n'est ni une projection, ni une symeétrie.
(a-1° o0 0
(N)=] 0o (a-)® o |2 'T' DalR
0 0 (a+1’
4) Pour tout entier natura| déterminer la matrice dé," dans la basb.
(a-1)" 0 0
(N,)'= o (a-2)" 0 | OnON
0 0 (a+1"
5) Dans cette question, on pread- 2. Déterminer la matrice dé," dans la base canonique.
2 0 0
(M) = P(N,)" P* :% -1+3 3 -1+ 23| OnON
-1+3 -1+3 & 3

Partie Il - Etude d'un endomorphisme (5 points)

Soit ¢ définie surR [ X] par(P)=3X(X* - X2= X+ X°) P-6 X %- X) P+2(3 X+3 % 5%
1) Veérifier que ¢ est un endomorphisme & R [ X] .
#(P+1Q)=¢(P)+1g(Q) et p(X°) =6X?+6X-100 Exp( X)=-4X+ 6X 0 Ep( X)=-4X+ 67 |

-10 0 O
2) Déterminer la matrice d¢ dans la base canonique Rg[x] .M (¢) =l 6 -4 6
6 6 -4

3) Montrer que cette matrice est un élémenEde/ (¢)=M_, ,F



Partie Ill - Etude du cas général (7 points + 6 points bonus @dwet Q5)

1) Montrer qué- est un sous espace vectorielMg(R) et déterminer une base et la dimensiok de
2 0 0)(-1 00
F=Vecf|-1 1 -1/ 1 0 1/|=Vecf M,,M,),dim(F) = 2 car matrices non colinéaires.
-1 -1 1 1 10
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2) Montrer queB =(1,J) est une base de avecl =|0 1
0O

et (1, J) base car matrices non colinéaires.
R?L F
(a, b) = M,
Montrer que® est une application linéair@ ((a,b) + A(a', b)) = ®(a §+Ad( &, b).

Déterminer la matrice d@ dans les baséet B, avecC base canonique d&* et B=(1,J).

3) On définit I'application® :{

(®(LO) =M, =2 -3 etd( 0)=M,,=-1+J)= MC,B(¢)=[ 2 ‘1}

-1 1
0 0O 0O 0 O 0 0 0
4) a)Calculerd®=|2 2 2|,3%=|22 2° 2°|.Puisdétermined” =| 2"* 2" 271 |=2"'] pourn=1.
2 2 2 22 22 AR

b) Déterminer les coordonnégset B de M, , dans la basd®=(1,J).
M., =(2a-b)l+(-a+b)J=>a=(2a- b etf= (a b)
c) Apres avoir justifié I'utilisation de farmule du Bindme de Newtai.J = J.I) montrer :

A -

k=0 k=0 k=1

d) Calcule{i(:]a”'kﬁ“Zk'lJ = ;Z[Ejak (28)" = ;Hi(gjan'k(m)k] —a } = —;[(a +26)"-a"],

k=1 k=1 k=0

etdonneM, " =(2a-b)" | +%[b” -(2a- b)n_ J en fonction dé, J, a, betn.

5) Conclusion : détermineg” (1+ 2X + X2) :

1 1) 1 0, 0 1
(M_,.)"| 2|=(-10"1| 2 +5[2—(— 19" o] 2=(- 1y’ +E[ > (- W] =(- 36 P [22(- WY
1 1 1 1 4 1 1

etdonc :¢" (1+2X + X?) = (-10"(1+ 2x+ X7)+ 2 2-(= 1§ |( X+ %).



Exercice 1 :

2
Soit J :ﬁ X

21— X? (2— X2

1- Faire dans J les changements de variableos(), puisu = tanf).
_J-\@ du

b )

)dx.

1 _ 1, 2
1+x2) (1+ 26¢) 14X 1+ 28

2- Décomposer en éléments simplies = (

3- Donner une primitive dé: F = -Arctan(x)+ J2Arc tar(f&)

4

Calculer J = V/2Arc tar(ffs) -;7

1
5- Calculer | :J;Arctan\/ 1- x*dx a l'aide d'une intégration par parties.
2

I :[xArctan(\/ﬁ)}1 +J= —; Arcta{\fJ+f2Arcta(>f)i—g

1
2

Exercice 2 :

X(t) :i+2In(3+t)
Soit la fonctiorf définie deR dansR?parf(t) = (x(t), y(t)) ou : Z 1
y(t)=t- 2+E

1- Déterminer de domaine de définition Bef. D, =]-3;0 U] O;+eo]

X(t) = (t-1)(4t+ 3)
2
2- Dresser le tableau de variationfde 20 (3+1)
ey 1
y'(t) = 1_t_2
t -3 -1 _i 0 1 +00
X'(t) + + 0 - — 0 +
_1+W —E+2|1L3J +00 +00
X 3 4
/ \ \ 1+ - /
o . :
y'(t) + ) — — _ { n
-4 1 to +00
3 —o0 N
<> t PS




3-

6-

Déterminer des Dien 1 dex ety (on poserai=t —1).

x(t):;+2In(4)+l76(t_])2_g';(t_ ¥+ (-

2 3 3
yO=(t-1"~(t-1"+ of (t- 1)
Etudier la nature des points singuliers éventuels.
D’aprés la question précédente, pour t = 0, iymaebroussement de premiere espéce.

Etudier les branches infinies de la courh@&amétrée représentdrftlans le cas

d'asymptotes on précisera la position par rapplarcaurbe).

En - : Asymptote d’équation y :—136
im Y _ —ox(t) = t-2— — o 1
EnO:lim =2 et y(t)-2x(t)=t-2-4In(3+t)=-2- 4In(3-=t+ of
-0 x(t) 3
Asymtpote d’équationy =2x -2 -4In(3) ausiesde la courbe pourt>0
(X(t) - +o0; y() — +=) ; en-dessous pour t <(&(t) — —co; y(t) - —0)

En+00'ﬂ~ t

: ———— o 4+ ; branche paraboligue de direction (Oy).
x® 2@ " P E ©)
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