Math sup ESO1- Algebre - CORRECTION 2013-2014

EXERCICE |
1.a) f(z)-f(z')=j(z-z') s'obtientimmédiatement par le calcul.

b) On passe au module dans le résultat précédesumene j| =1, | f (2) - f (2') =|z~ z].

2.8)f(z) = 2.
b) Del.a)et2.a) il vient: OzOC, f (2)-f(z)=f(2)-2=i(z-2).

c)f représente la rotation de cenfeed’affixe z, et d’angle%n.

3.a) Soit zOC.Montrons par récurrence quenON, f,(z) -z, = |"(z-z,).
Commef,=1d.,fo (D) -20=2-2 =j%(z -2z , la propriété est donc vraie paur 0.
Soit nON ; on supposef, (z)-z =j"(z- 7). (HR)
Ona:f,,(z)-2="1(f(2)- 205 (f.(2)- zO)Hlej xj"(z=2)= " (2~ 2,).
La propriété est donc héréditaire.

Par principe de récurrence, on en déduit queC,0On0ON, f (z) -z, = j"(z-z,).

b) D’'aprés3.a), pourn = 3, on alzOC, f,(z) - z,= j*(z~ z,) = - z,, soit encoredzOC, f,(z) = z
dou f,=1Id..
c)Def,=1d.,ilvient: f o f, =1d.. On en déduit queest bijective, et qui est sa réciproque.

AT

d) On a:0z0C, f,(2) -2z = j?(z-2,), avecj?=e 3 .

f, représente donc la rotation de cerred’affixe z, et d’angle4—;.

4. a) Eestle cercle de cent® et de rayon 5.

b) D'aprés2.b), 0zOC, f (z) -z, = j(z- 7).

Si zOA, | (2) - 2| =]z~ 2| =5 (car|j| =1), ainsi f () DA ; on en déduit qué(A) LI A;

Si zOA, f etant bijective, il existe, OC tel quef(z) =z; et, d’apre<.b),
z-27,=1(z)-2,=j(z-2z,). CommezOA, on a:|z-z|=|z - z|=5 donc z OA, ainsi
z=1(z)Of(A) ; onen déduit qua L f(A).

Finalement, par double inclusion, on §A) = A.

EXERCICE I

1.a) AB=BA =0, A’=3A etB’=3B.
b) Une récurrence immédiate donng= 3~'A etB*= 3"'B, pour toukk de N".

CommeM = A—B et queAB = BA, on peut appliquer la formule du binbme de Newton

k
M* =(A-B)" =Z(Ej A”(-B)“"". Or, pour pO[[L;k -1] ,A°B* = ABx A"*B“** = 0, donc

p=0

pour toutk de N' : M* = A+ (-B)" =3 A+(-1) 3'B= 3"A-(-3""B.
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c) Pour tounde Ntel quen=2,0na:
X, =nf‘|\/|k =1 +n§|\/|k =1 +n§(3k‘1A—(—3)k‘1 B) =1 +[§§‘1JA—(
k=0 k=1 k=1 k=1

n-1 _ _\" 1 _
3-1,, (9 -1
2
Pourn =1, I'expression obtenue est encore valable pletlg donnexX; =1.

n-1 _ _\"1_
3 1A+( 3) 1B.

n-1
k=1

-9 Je

etdoncX, =1+ B (somme de termes consécutifs de suites géométjique

Onadonc OnON', X, =1+

4
-1 1 1
2.a)0Ona:Y=|-1 3 -1|.0n peut appliquer la méthode du pivot de Gaussado:
3 -3 1
-1 1 1|11 0 0 -11 1 0
(Yj1)=|]-1 8 =10 1. 0 ~ | 0 2-p11

3 -3 1/0 0 1z7EEl o o 3 0
A ce stade, on conclut gqieest inversible car aucun pivot n’est nul.

-2 0 4/3 -1 0 -2 0 po-1- 101000 1/2 1)
(i) ~. |0 2 -2-1 1 0 ~, 0 401 2 1 ~ | 0 1101/4 1/2 1.
L-2L-L, L-Li-Ly 1
0 0o 4/3 o 255 0 0 43 o0 L-24l 0 0 |13/4 0 1
szzlle'
L3REL3
4
[0 22
Onadonc:Y'l:Z1 121
301

n-1
b) YX,=(1 =M)> M* =1 -M"(distributivité, puis télescopage).
k=0

CommeY est inversible, en multipliant & gauche pat, il vient : OnON, X, =Y'1(I -M ”)

3.a) Montrons par récurrence qigndN, S, =M"§ + X, N.

Xo=0 etM°S+ X, N=5, la propriété est donc vraie paue 0.

Soit nON ; on suppose ques, =M"§ + X N (H.R.).

Onaalors §,,, =MS, +N = M(M"S, +X,N)+ N =M"'S, +MX,N+N=M"S,+(MX, +1)N

n-1 n n
or MX, +1 =MY M*+1 =3 M+ =Y M* =X, doncS,,, =M™S + X .N.
k=0 k=1 k=0

La propriété est donc héréditaire.
Par principe de récurrence, on en déduit qureliN,S =M"S, + X N.

b) On déduit del.b), 1.c)et3.a)que

" - 3t-1 (-9 -1
OnON,S, =3"AS -(-3)" " BS, + N + AN + 2 BN ; de plus, comme
3 0 15 0 14x 3 - 18
AS =| 0 |,BS,=|-6|,AN=| 0 |,eBN=|- ,onaDnDN,&zi -5x(-3)" - 11
-3 6 -15 9 ~14x 3+ 5%(-3"+ 5
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4. a)Pour toutn de N, on poséP, = a + bn + cr?.
(F’n =0(Pn_l+)\n2) - (a+bn+cn2=0((a+b(n—1)+c(n—l)2)+)\n2)

- (a+bn+cn2 =0((a—b+c)+0((b—20)n+(0(c+)\)n2)

Cette égalité étant vérifiée pour toude N', on obtient en identifiant :
- A (l+a
c= A b= 2}\0(2,&: ( 3).
1-a (1-a) (1-a)

b) Pour toutn deN", P, =aP_, +An°, et y, =ay,_, +An’, donc par soustraction membres a
membres, on obtientdnON",x =ax , ; ainsi la suite(xn)nDN est géométrique, de raison

¢) On déduit de la question précédente quaIN,x, =a"x, et par suite que
OnON,y, =a"(y,-R,)+P, =a"(y,—a)+a+bn+cn’ ; enfin, compte tenu déa):
)\a(1+a)]+)\a(1+a) _2a A e
oy ) (-af (ra) i-a
A, =20, =B, ~ Yo+ 20
5. a) OnON',S,=MS_, + N, donc OnON <B, =0,, =B, +Y,,+ N
y,=-30,,+3P,_, -

OnON,y, :a“[yo—

b) D’aprés5.a), pour tounde N on a :
un = 2Gn—l _Bn—l_yn—l+ 2n2 +an—l_ a3n—l+yn—l+ n2 - 3}n— l+ $3n— 1 2]2 = n2

De plus,u, =0, +B,+Y,=2+1-3=0= 0.
Ainsi, pour toun de N, on au, = n.

c) D'apréss.a), OnON' v, =60, , - B, , -, ,+ =% _+ B*;
27 15 15 5

Ainsi, d'aprés4.c), aveca =3 etA = £, on obtient :On0ON,v, =7><3q —E——an——zx n’.

d) D'aprés5.a), OnON ,w, =-30,_, + B, , -3, ,—- N =-, _,— 2*;
45 (-3 - 3_3, Lo

Ainsi, d’aprés4.c), aveca = -3 etA =—Z, on obtient :LInON,w, = _EX

a,=5(, +v,)

e) OnON, {v, =20, -B, -y, = Bn=%(un—wn) : de5.a) b)etc) on obtient :
a

Wn: n_ZBn+yn 1
=—(u, -V, +w
yn 3( n \ n)
2)(3” —E—_Sn—_ln2
2 2 2 2

OnON, S, =| —x

16 16 4 2
gx3“ 1_5x(—3)n +ig+_9n+n2
2 16 16 4
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