Math sup ESO1- Analyse - CORRECTION 2013-2014

EXERCICE |
X = Yo =1
Xpu1 = %, * Yy, ONON
yn+l=yn +A>(FI’ DnDN

Premiére partie : Calcul approché dd/A, avecA > 0.

1. Soit pour toutn N, la propriétéP(n) : « 0 <X, < Xn+1 €t 0 <Y < Vo1 ».
Onaxg>0ety;>0; dou: X =X +Yo> X €ty; = Yo+ AXy > Yo. P(0) est donc vraie.

Soit nON, on suppose que(n) est vraie.

AlOrs Xn+2 = Xnr 1+ Yinr1 > Xnr1 > 0 €2 = Vier + AXnr1 > Yir1 > 0.P(n + 1) est donc vraie.
Par principe de récurrendg(n) est vraie pour tout entiex

2.Si (x,) converge vers un réel L, alors, comme pour tatieen: y, = X1 — X, 0N en déduit que la
suite §/,) converge vers 0. Or c’est une suite strictemasissante a termes positifs, donc pour tout
entiern> 0, y, > Yo > 0, la suite y,) ne peut donc pas converger vers 0.

La suite k,) est donc divergente. Comme elle est croissali¢edigerge verst-oo .

Comme pour tout entier, yn.1 = Yo+ AX, > AX, avecA > 0, le théoréme de comparaison donne
égalementy(,) diverge verstoo.

3. Pour toutnN, on pose r, =£.

On remarque quer{) est bien définie car pour toatJN,x, 0.

{ion
=yn+l:yn+AXn: )(ﬂ :rn+A.
X Yot xn(ywl] r,+1

a) Pour toutnON:r,,,

X
b) f définie surR* par : f(x) = XtA_1 AL
X+1 x+1

Ainsi, par composition de fonctions usuellesAsi 1, la fonctiorf est strictement croissante sii ,
et siA > 1, la fonction est strictement décroissanteRlr

Si A =1,f est constante.
(On peut bien sdr également dérifier)

On peut remarquer a ce stade, gupdt /) étant des suites positives, il en est de ménfe.jeet
pour tout entien : rp., =f(ry).

4.0n suppose que 0A< 1. La fonctionf est donc strictement croissante.
La suite £,) est donc monotone, de monotonie déterminée patré des deux premiers termes.

<1 carA< 1

Ona:r, =Y =1 etrlzf(ro):1+A
X

On en déduit que la suitg, est décroissante positive. Elle converge dons uarréel positif,
solution de I'équatiorf(x) =x (carf est continue).
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f(L)=L <

L-:_'lAzL - 2= A.CommeL=0 on en déduit qué =/A.

On remarque au passage qh(ex/x) =JA.

5. On suppose qué > 1. La fonctionf est alors strictement décroissante Rlr. Comme (de fagon
trés évidente), elle est a valeurs da@tis on en déduit que o f est strictement croissante SRf .

Pour toutnJN, on pose :u, =r,, et v, =r1,.,,.

On peut remarquer a ce stade que pour tout entief,, = f o f (u,) et v,,,=fof(v,).
a) Soit, pour tounON, la propriéte Q(n) : « u, S\/KSVn »,
CommeA>1,onau=rg=1 <\/K.

En appliquant la fonctiorf, on obtient : f (r,) > f (\/K) d'oll vo=r; =f(rg) > VA.

Q(0) est donc vraie.

Soit un entien. On suppose qu@(n) est vraie i, < JA< Moper -

En appliquantf o f , on obtient immédiateme(n + 1) vraie.
Par principe de récurrence, la proprié&@) est donc vraie pour tout entier

b) On sait que la fonctiorf o f est strictement croissante et que pour tout entier
Uy, =fof(u) et v, =fof(v,). Onen déduitdonc que les suiteg et ;) sont monotones,
de monotonie déterminée par I'ordre de leurs dearjers termes.

Ona:u=r,= f(rl):1+ SA_4 AT 2

>1 (carA>1,donc 2-2>0).

3+A 3+A
Ainsi u; > Uy donc la suitel,) est strictement croissante.
2 2 2 _ -
Ona:y,=r,= f(rz)zw. D'ou : vo—vlzlJrA—l+ 6A+A"_A-2A+ 1 A1 >0.

4+ 4A 2 4+ 4A 4+ 4A 4+ 4N
Ainsi vy > v; donc la suitey) est strictement décroissante.

La suite (1,) est croissante, majorée, elle converge doncwergell tel queu, < L < JA.
f o f étant continue, on en déduit duest solution de I'équatiorf o f (L) = L.
L+A, A

fof(L)=L - L*L =1 o A=12. CommeL >0, on en déduit que =vA.
L+A,,

L+1
La suite ¢,) vérifie pour toun : v, = f(u,) ; elle converge donc vers(\/x) =JA.

La suite (i) est croissante, la suite, est décroissante, et ces suites ont la mémeelifaites sont
donc adjacentes.

c) Les suites extraites de rangs pairs et impaifs €t (2.-1) de la suiter) convergent vers le méme
réel VA, on en déduit que () converge vers/A .
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Deuxieme partie: Majoration de I'erreur
1.Pourtoutn22, X, =X 1+ Y1 =X ot Yoot Yoot A o= A+ A)X o+ 2y, o> A+ AKX

Soit pour toutn=1 , la propriétéR(n) : « X,, > 1+ A)" ».

X, =3+ A>1+ A doncR(1) est vraie.

Soit n=1. On suppos&(n) vraie : X,, > 1+ A)".

Alors, d'aprés le résultat précédent, onxg,,.,, > (L+ A)x,, > (L+ A)(L+ A)' = (1+ AV,
doncR(n + 1) est vraie.

Par principe de récurrendg(n) est vraie pour toun=1.
. 2 2
2.S0itnON, 2, = A, =(y, + A ) = Ay, +%,) = (A= A2 + (A - A)X = (1~ A) (7 - AX?).
Soit pour toutn N la propriété S(n) : « y? — Ax? = (1- A)™" »,
ye = A% =(1- A) doncS0) est vraie.

Soit NN . On suppos&(n) vraie : y? — A2 = (1- A)™" .
Alors, d’apres le résultat précédent, on a :
Y2, = A, =(1- A)(y2 - AX?) = (1- A)A- A= (1- AJ*? doncS(n+1) est vraie.

Par principe de récurrenc&n) est vraie pour tout entier

3. On suppose qué > 1.

L'égalité démontrée a la questi@n donne :
2n+1

- uﬁ—A:% - un_\/zz (1_A)

Xan Xan 2, (un + x/Z)
On a vu dans la partie précédente que pour toigrent u, =1, d'ol u, ++A>2 etdonc :

B _ |1—N2n+1 |1_N2n+l
a \/Z‘_xfn(unh/ir 2%,

. 2 1_A2n+l
- = oA

n

On a vu & la questiah que x,, > (1+ A)", on a donc :

y _\/K‘<(A_1)2n+1_A_1(A_1j2n

21+A) 2 \1+A

4.0n suppose que 0Ak< 1.
On a vu dans la premiere partie que pour taut, >JA>A.

B _ |1_ NZI’HI (1_ A)2n+l
u” \/K‘_ xﬁn(unh/ﬁ) ) 2AG,

2n
un—\/ﬂ‘<—1 A(l A) .

Ainsi u ++A>2A, d'ou :

On avu ala questich que x,, >(1+A)", on adonc:

2A 1+ A

Math Sup PTSI - ICAM Toulouse ESO01- Analyse-Cor@tti



Page4 surd

EXERCICE |

eSx

On considére I'équation différentielle suivantey'— 2y = 3y =h2—()
ch” (x

(E)

1.8= {y:R - R;y(X) = Ae>™ + Be* /(A;B)DRZ}

2. z définie surR par z(x) =€y (x) est solution de I'équation différentiellez"+ 4z'=% (Ly)
X

si et seulement si pour tout réel (9y(x) - 6y '(X)+ y"(X)) € + 4C I +y )e> = hzl( )

ch(x

3x
ce qui équivaut a : pour tout réely"(x) — 2y '(x) - 3y(x)=%()
X
ce qui équivaut & est solution de (E).
. . e sh(x) .
3. Si z est solution de I'équation différentielle"+ 4z = h( ) (L,), alors en dérivant de part et
ch(x

ch’(x)-si &) 1
ch?(x)  ch k)

d'autre, ona z"+4z'=

donc z est solution de {

2X
4. Pour tout réex : €< 1:ezx(ezx—2+ Zj

e +1 1+ &~

5. Les solutions sulR de I'équation homogéng'+4z=0 sont: h:x— Ce™, COR.

On cherche une solution particuliére dg) (e la formez, : x> y(x)e™.

Z, est solution de (I} si et seulement si pour tout réel

! _Sh(X) 4><_ex_e_>< 4x_éx_1x_ _ 2
YOS Tere ® Tar o ‘éx(g 3 6}

On prendy(x) =%e“x -+ In( 1+ éx) et par suite :

0= 5o @ (1 €)) e =3- @e @ Y

Ainsi, les solutions de (). sont: z: x> Ce™* +%— e+ ¥ Ir( H @")

6. En utilisant toutes les questions précédentesptiant :

é+e If ¥ &) /AB [ﬂRz}

e3x

4_

S ={y:R - R;y(x) = Ae™ +Be* +
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