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ES N° 2 CORRECTION Juin 2014

)] EXERCICE

1. OxOR, te> f(t)cogxt)ett> f(t)sin(xt) sont continues sye ; 1], les fonctions= etG sont

donc bien définies suR .

2. OxOR, F(-x)= I f (t)cos(—xt) dt= j t) cog xt) dt= F( ¥, car la fonction cos est paire.
La fonctionF est donc paire.
OxOR, G(-X) =j: f(t)sin(-xt) dt= j:— f(9)sin( x) dt=— q ¥ , car la fonction sin est impaire,

et par linéarité de I'intégrale. La foncti@est donc impaire.

3. a) Ox>0,F(x)+iG(x)= [, f()(cos x)+ isi x)) dt 5 () & di, par linéarité de

lintégrale.

ixt

Une intégration par parties donne (en dérivart primitivant t — € toutes deux de classé C
surf0;1]):

x>0, F(x)+iG(x)={f(t)?in}l—j:f () dt——f (1)é_ L r(genar

IXO

b) festde classe’@ur [0 ; 1], doncf et f' sont continues sur [0 ; 1], qui est un intervadimfé

borné. Elles y sont donc bornées (et atteignems leornes).

c) Ox>0:
|F(x)+iG(x)|=‘L —j t)e*dt <

<<(|f@l+[f O+ [ (]ar) s 2

f()e-1(9-[ 1 (1) &'t

d) Le théoreme d’encadrement donndim (F (x)+iG(x)) =0, et par suite :

X — +00

lim F(x) = lim Re(F(x)+iG(x)):O et lim G(x) = lim Im(F(x)+ iG( x)):O.

X - +00 X — +00 X = +00 X - +00
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1) PROBLEME 1

Partie A

1. a)festle quotient de deux fonctions définies Rurla fonction du dénominateur ne s’annulant

que pour 0. On en déduit quieest définie SulR” .

3

b) sh(X)= x+%+ a( %).

2 3

1+ x+X?+L6+ q)()?)

{15 el) gt

2

f(x)=1+ x+X§+ q)()f’)

c) f(x)=x{

d) fadmettant un développement limité a I'odre 3 e @remier terme 1, elle est prolongeable
par continuité en 0, avi€6) = 1.

2
e) f admettant un développement limité a I'odre 3 ele @artie réguliere 1+ x+—, elle est

dérivable en 0, avefc(0) = 1.

L’équation de la tangentéa la courb&® en O est:y = 1 %.

2
De plus,f (x) - (1+ x) :X?+ q,( )?) donc, au voisinage de 0, la courbse situe au dessus de

2. a) uest dérivable suR et pour tout réet: paru’(x)=2e>— 2.
Ainsi, la fonctions’ est négative suf-e;0], et positive suf0;+oo| .

uest donc décroissante slieo; 0] et croissante syi0;+eo| ; elle atteint son minimum en 0, ol
elle vauti(0) = 0. La fonctioru est donc positive suR .

b) On a déja justifié qud est dérivable en 0. De plus, elle est le quotienfonctions dérivables
sur R ou le dénominateur ne s'annule pas. Aifisst dérivable suR et

VxeR": fl(x)zZikE;E)x)' f'(0)=1

c) On déduit de ce qui précéde que la foncti@st croissante suR .

d) f(x)wg donc lim f(x)=+oo0 ;

+oo @ X—+00

2

f(x)~ o donc lim f(x)= lim —2x&* =0 (par croissances comparées).

2

o
+
8
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Remarque (démonstration de ce qui est admis dans ld)suje
YxeR @ f'(x)= U = 2X2+00<X2>
2sit (%) 2x*+0y(X)
SurR", f’ estle quotient de deux fonctions dérivables elit donc dérivable et (aprés calculs !) :
e (& (x— 1+ x+ 1
sh*(x) '
On notex € R: v(X) = € ( x— )+ x+ 1; par produit et somme, la fonctiorest deux fois dérivable
SUrR, et YxeR, V(X)=26"(x—1)+ &+ 1= &( 2 1+ 1 etv({y= 4%

?1 et f'(0) = 1; la fonctionf’ est donc continue en 0.

YxeR: f"(x)=

vxe[-1;0]: v"(x) < 0 doncv est décroissante sur [-1 ; 0fomme V'(0) = 0, on en déduit que est
positive sur [-1 ; 0], et par suite quest croissante sur [-1 ; 0] ; de pif8) = 0, donos est négative

sur[-1; 0].
Enfin, comme ¥x&[~1;,0:f" (x) = es;;’((x? ,

est croissante sur cet intervalle. Comme elle egtials continue en ©; est croissante sur [-1 ; 0].

on obtient quef ” est positive sur [-1 ; O[, donc qué

Partie B

1. a) hest la composée de la fonctiéreroissante suR , et d’'une fonction affine croissante sRr;
elle est donc croissante &r On en déduit queYxe[—1;0], h(—) < h(x < H 0.

0) = 0 et h(—l):%f(—l)—%>——;>—l, car f est positive suiR .

[-1; O] est donc stable pdar
Une récurrence immédiate donfrec N,u, €[—1;0].Donc (u,) est une suite négative.

b) La fonctionh étant croissantep, ) est monotone.
C) (un) est une suite monotone bornée (dans [-1 ; 0. &t donc convergente.

2.a) Ona ZVXE[—l;O]Zh'(X):% f'(x).

f* est positive et croissante sur [-1 ; 0]. On aaolx € [—1;0]: 0< h'(x) <% f'(0 :—;

b) La fonctionh est continue sur [-1 ; 0], dérivable sur ]-1 ;el[,Vxe[—l; O]: o< h'(x) <

N~

donc dapres I'inégalité des accroissets finis on a :vx € [—1;0],|h(x)— h(0) <%| X.
En particulier (avec=u,) , YneN,|u,,,[ < %| u|.
Une récurrence immédiate donw@e N, |u | < 2_1n )

-1 L .
c) lim —=0;le théoreme d’encadrement dontien u, =0.

n—+o00 2 n—-+400
d) On a montré que/neN,—z—lng u, <0.

Pour avoiru, 6]—10’5#{ il suffit que : 2—1n§1cr~” &nin2> 5In10= n> 5|'”;0.
n

On peut prendié= 17
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1) PROBLEME 2

1. a) Le rang dd est égal au rang de sa matrice.
Les premiére et troisieme colonneg\deont égales, non proportionnelles a la deuxieme.
On en déduit que le rangAlet donc def est 2.

1 1._1}.

Im¢) = Vect{(o;]; 0); [Z 3%
(xiyiz)eKer(f) e X+%y+ ZZO@{);:O_ s(xyid= (105 1.

Ainsi, Kerf) =Vect{(1;0; -1)}

b) f n’est pas automorphisme @& car son noyau est n’est pas {0}.

1 1
Ex—kzy:O
) (x;y;z)€Ker f+%|d]<:> X+ y+ z=0& Xty;;:o@(x;y;j: 71+219
EE
4”27

Ker[f +%Id]est donc la droite vectorielle Vect{(1 ; -2 ; 1)}.

N+ XN, +X;=0
2.8) V(NN NG) €R AU+ N VHXNW=0, & {-2,+ D=0 &S XN ;=X,=X,=0
N X, FX;=0
La famille est libre de cardinal 3, c’est donc une basdRfe

b) f(u) =0, (on avait trouvéic Ker() ) ; f(v) = —%v (on avait trouvév € Ker f+%ld])
etf(w) =w (par calcul).
0O 0 O
¢) On déduit de la question précédente qiie=|0 % 0].
0O 0 1
1 1 1
3.a) La matriceP recherchée est la matrice de passage de labasta base5: P=| 0 -2 4
-1 1 1
1 3 0 -3
by P'==|2 -1 2|.
1 1 1
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0 0 0
Ona poumeN : Matz(f")=D"=|0 ( 12)n 0| ;
0 0 1
1 +—1 1 +—1 1 LA
3¢(-2) 6 (-2 6 (-2 6
1 2 1 2 1
d'ou A"=Mat¢ (f") = PDP* = = 4= +—
. (278 (7 3 a7 3
;4_} —1+_]' —1+_
3x(-2" 6 (-2 6 (-2 6
0
4. a) Co=|1| (car avant tout tirage il y a une seule boulatte dans I'urne 1).
0

b) X, = 0 signifie qu'a l'issue de la-iéme expérience, il y a deux boules noires danst deux

boules blanches ddds On ne peut donc pas avoir aucune boule blanamelteapres
I'expérience suivante. On a don@; _, (Xp1=0)=0;

% = 1 signifie qu'a l'issue de la-ieme expérience, il y a une boule blanche et ungebnoire
dandJ;, et de méme dang,. Pour avoir aucune boule blanche dahnsiprés I'expérience

suivante, on doit tirer une boule blanchasi; et une boule noire dang,, les deux tirages étant

indépendants. On a donc :Pxnzl(xn+1 =0) :%X%::ll ;

X% = 2 signifie gu’a I'issue de la-iéme expérience, il y a deux boules blanches danet deux

boules noires datf. On ne peut donc pas avoir aucune boule blanghsl apres I'expérience
suivante. On a dond®, _, (X, =0)=0.

La formule des probabilités totales donne :
P(XnH:O): R(n:O(Xn+1:O)X P( XFOH F)’g:l( XM: @X F(’ X= :D+ Eg):z( )gl: QX P X= 3

1
—Zp(X =1
4 ( n )

SiX, =0, on ne peut pas avoir 2 boules blanches daaprés I'expérience suivante.
Onadonc:P, _,(X,,;=2)=0;

SiX, = 1, pour avoir deux boules blanches ddnaprés I'expérience suivante, on doit tirer une

boule noire dand, et une boule blanche dakbs, les deux tirages étaimdépendants.
1.1 1
OnadoncP, . (X .=2)|==x===;
anl( n+1 ) 272 4

SiX, = 2, on ne peut pas avoir deux boules blanches\daaprés I'expérience suivante.
Onadonc P, ,(X,.,=2)=0.
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La formule des probabilités totales donne :

P(X,.=2)= R, Lo X =2)x A X, =0)+ I:%1:1( Xu=2x B X=1+ '2:2( X2= 9% P %= 2

1
—2Pp(X, =1
4 ( n )

SiX, = 0, on aura nécessairement une boule blancheljamsés I'expérience suivante.
Onadonc:P _,(X,,=1)=1;

n+1

SiX, = 1, pour avoir une boule blanche dahsapres I'expérience suivante, on doit tiseit une
boule noire dans chaque urgat une boule blanche dans chaque urne, les deursirgtgnt
indépendants les deux situations étaimcompatibles .

On a donc Pxnzl(xn+1:1) 1 E+_1 1 1-

2 2 2 2 2
SiX, = 2, on aura forcément une boule blanche thm@pres I'expérience suivante.
Onadonc R, ,(X,.,=1)=1.

n+1

La formule des probabilités totales donne :

P(Xn+1:1):P ( 1—1) P(X1 ) :1( XH—1:]>>< I? &:J)"' Eg):z( >$u=il>< P>S=2)

—P(X,=0)+3 P(X, =1+ R X~ 2

c) Les résultats précédents donnent :

Lp(x,=1) 02 0
P(X,,,=0) ‘1‘ ‘1‘ P(X,=0)
vneN, G, = (xq:):P()g:o)+§|?(>g=1)+F(>>g:2)=1E 1 P X=1|=AC,
P(X,1=2) 1 1 P(X,=2)
“P(X,=1) 0> 0
4 4
d) Une récurrence immédiate donneéneN, C = A'G.
e) L'étude précédente donne :
1 +1‘ —1+_1 1 +_1 —1+l
_ n 6 - n+1 6 . n 6 . n+1 6
P(%=0) 3><(1 i 2 3X(12) 2 3><(13 4 [° 3<(12) 2
P(X,=1)|=|-——"zt3 st ot E n Tt
P(X,=2) 3x(-2) 3 3x(-2° 3 X(-2 0 3x(-2) 3
1 11 1 1 1 11
3x(-2 6 3x(-2"" 6 HK(-2" 6 3x(-2"" 6

1. . 2 1
Onadonc: lim P(X, O):g;nlerxP(anl) 3nIlrle)P(Xn 2)= &
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