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EXERCICE |

On noteU ={z0C /|4 =1 ={€° /60]-m;]} .

Soit (a; b; c;d) OC* tel quead —bc 0. On appelldhomographie définie par la relation

az+b — R . . az+
h(z) = T I'applicationh a valeurs dan§€ qui a tousz[OC tels quecz+d #0 assomer.
cz cz

Premiére partie : Etude d’'un exemple.

Soitg 'nhomographie définie pag(z) =Z—: .
Z+i

1. Montrerqueg établit une bijection déi\{—i} sur un ensembl® a déterminer.

2. a)Montrer quedzOR, g(z)0OU .

6
COS_

b) Montrer quede® DU ND,(g(2)= &) = Z:—_g _
sin—
2

3. a)Montrer quelJe® OU \{e_iZ} ,g( é"):i tarErQ—T—Tj.
2 4
b) En déduire I'image d&/ \{e_iz} parg.

LI
¢) Montrer géométriguement que les antécédents dagnaires purs sont dahs\{e 2}.

Deuxieme partie: Homographies conservadt
L'objectif est de déterminer I'ensemble des homphiash telles que :

0z0OU, h(z)0OU .

i0
1. Soit 801] -1 1 eth 'homographie définie pah(z) =<—. Montrer queJzOU, h(z)OU .
z

2. Soienta OC tel quea 0U, 60]-m 1] eth 'homographie définie pan(z) =e‘9_2;a1.
az+

a) Montrer queh est bien une homographie, et duest définie sulJ.

b) Montrer que00zOU, h(z)OU .

Réciproguement, nous allons démontrer que sewddsol@ographieb étudiées dans les questidns
et2. sont telles quedzOU, h(z)OU .
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3. @) Montrer qued(a;b)0C? |a+b[ =|a|2+|b|2+2Re(5b).
b) Soit (a;b) JC?, montrer que (DGD]—TI;H], a+2Rdb €)= ():((a: 00(b= )

az+b
cz+d

4. Soient(a;b;c;d)0C* tel quead —bc # 0, eth 'homographie définie sud par h(z) =
telle quedzOU, h(z)OU .

a) Montrer que0e0]-tomy, [a* +|b” + 2Re(5b e‘“’) =|c|*+|d|*+ ZR(aEd ’é").

b) En déduire quéa’ +|b|* =|c|” +|d|* etab=cd .

c) Sia=0: montrer qué est du type étudié a la questibn

d) Sia#0 : montrer que(|aj2 —|c|2)(|aj2 —|d|2) =0.

e) Montrer que le cadal” =|c|* est impossible de par la conditicad —bc # 0.

f) Montrer que le cadal” =|d|* conduit & une homographie du type étudié a latipurea

EXERCICE |
-2 1 1
Soit A=| 6 -2 -4|.
-4 1 3

1. Montrer que A® = 6A — A%,

2. Montrer qu'il existe deux suites réellgs,)  et(h,) , tellesquen=2,A"=a A’ +b A, et

établir des relations de récurrence vérifiées paslétes(a,) , et(b,)

nz2"
3. a) Montrer quelln=2,a,,,=-a,,+6a, :

b) En déduire les formes explicites des su(ias) , et(b,) , pour toutn>2.

>2

EXERCICE Il

Dans le plan complexe, on considére trois pointsalignésA, B et C d’affixesa, b etc

respectivement.

Montrer qu'il existe un unique triangle dont legé&Hont pour miliewd, B etC, et préciser les affixes

de ses sommets.

NB : toute trace de recherche sera prise en compte dans la notation.

Baréme envisagé : 12 points - 5 points- 3 points
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