Math sup ESO1- Algebre - CORRECTION 2014-2015

EXERCICE |

Premiére partie :

Zy— 1 _ .
=z< z(1- 2=
e A Gl A

1.Soit (z,;z)0C?, avecz, 2-i ; 9(%)=3 =

. _ I _Zi+i
Ainsi, Oz OC\{1} ,0z0C\{-},9( 2) = z (Il s'agit de z, "1z
On en déduit qug établit une bijection entr€ \{-i} et C\{1}.

2. a) Soit zOR ; |g(2z)|=—7 =~——=7=1,donc g(2z)DU.

o8 o
i0 'ez(ez tée ZJ 2i cos cos.
T €” +l _ 2 _ 2
(9(2)=¢") =-
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3.a) Soit €° OU \{e_iz}, ona:

e

- ol F‘Zrﬂ ) g(i—i)} E Sin(g_zj

é(gz'g) + eﬂ(ez'TEJJ ) 200{2—:3 )
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b) Lorsque® décrit |-15—— ——:m|, ———décrit |[——;—— ——:— |, ettan — ——
yLorsa }EZ[U}2}24 } [U} } ( 4)

-0, T (e m
+ . I o,m
i o, e.[2+4]

décrit R . On en déduit que l'image dd:\{e_iz} pargestiR (I'ensemble des imaginaires purs).

¢) On se place dans le plan muni d'un repére orthméatirect. On considére les poiktet B
d’affixesi et + respectivement, é#l un point d’aﬁixezD(C\{—i} (donc différent du poinB).

Z . . . . . . .
Ona :g(z) =2 (notations évidentes). Aingi(z) est un imaginaire pur si et seulementsest

Z

BM

confondu aved, ou arg(zﬂJ =g[n] , ce qui équivaut :éB—l\ﬁm) =g[n] .

M

On en déduit que les antécédents des imaginairepptg sont les affixes des points du cercle de

diamétre PAB] privé deB, ils sont donc dand \{e_iz}.
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Deuxieme partie:
eie

1.Soit zOU, |h( 2| =|=| == =1 doncTzOU, h( 0 U.
Z

-1
2.a) eie(l— cxa) # 0caraU = aa #1. On en déduit qui est bien une homographie.

De plus, sia =0, h est définie sub ; sinon,az+1=0@ zz;lm U. Donch est définie sutJ.
a
- — 2 - = 2 - = 2
z+cxj[ Z+a j:|z| taztai+|a| :1+20( za €|a| ~1donch(2)0U.
|za|" +az+taz+l o +o za #1
3. a) O(ab)0C?|a+ i =(a+ Y(ar §= aa ab ba byl [a+| [br2Re 3.
b) Soit (a;b)JC?. On suppose qued |-, a+2Re(b e‘ie)z C.

Ainsi 080]-mm]: Im(a) =0 et Re(a)+ 2Rdb) co8+ 2Irfb) sib= .

b) Soit zOU, |h( z)|2:[

az+1/\az+1

Pourezg, ona:Redf) +2Imb)=0; pourez—g, ona: Red) —2 Imp) = 0.
On en déduit que Ra = 0 et Imp) = 0 ; de plus, comme laY= 0, on aa = 0.

Enfin, pour8=0, on a : Rdy) = 0. Finalement, on aa=b = 0.

4.2) 0z0U, h(30 U donc 160]-mn], | h(e°) =1
2

2D L gen]-mn] Jad® + 4" =[cé + d

= |:leD]_T"-’T[]’ Cei6+d

- 080]-mn] |al? +|b|2+2Re(ébe“9) =|¢*+| 4+ 2R(3_cd ‘é")

3.a)
b) D’apres le résultat précédent, on a:
060]-rr] e +[4° + 2Re abe®) =| ¢* +| d°+ 2REcd &)

- 0B0]-rud Jaf +[6 - |47 +| o) +2Re|(ab- cd & )= 0 (| £+] B=| E+| H)0( an” of

c)Sia=0: h(z)=

i g 2vee d’apreés la question précéder(ljdaﬁ =|c|2 +|d|2) D(_cdzo) .

L]
Or ad - bc# 0= c# 0 ; on a dond = 0 et|b|” =|d". Ainsi, (B0]-m7],b=€°, d'ou : h(z):e?.
o (1 14 "1 47) = 404 - ) B o= -

e) Si |’ =|d" alors aa= cc donc aab= cct. Or, ab=cd doncacd= cck ce qui donne

B 4] 16 = 0

ab=cd

E(ad— cb) =0 ; commead - bc# 0, on en déduit que = 0 et par suitega = 0 ce qui est contraire a
'hypothésea #0.
a(z+b/ g

R G a
d(zc/ d+1)’

(bj cd c
=let|—| = = = ==—
d a ja=cdgala?=d’ d d
<

J =1 (|b| :|a|) D(|c1 =| q) , et commea| =|d|, on aja| =|d ce qui est exclu d’aprés

3
al

f) Si |aj=|d#0 : h(2)= avec

de pIus,E‘
a

9 = (—Cj dU , on retrouve
a d

la question précédente. Finalement, en po%aneie (GD]—n;n]) eto =

une homographie du type étudié a la question
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EXERCICE I
6 -3 -3 -18 9 9

1. A2=|-8 6 2| etA=| 44 - 18- 26dou :A’=6A—A2
2 -3 1 -26 9 17

2. Construisons par récurrence deux suites régies et (b,)  telles que :
On>2,A'=g K+ RQ A:

A2=A%+0, on note, =1 eth, = 0.

Soit N> 2, on suppose qu'il exist(aak)m[[z;nﬂ et (bK)M][[Z;n]] deux familles de réels tels que :

OkO[2;n]: A=g K+ R A
Ona:A”*le(@A?+Q,°)= a,(GA— A)+ hA=( b~ 3 A6 a;
Ainsi, en posané,., =b,—a, etbu,=6a,ona:A™=a, A+hA

On a construit ainsi par récurrence les suf@gg _, et(b,)  tellesqueEn=2,A" =g K+ i A.

3. @) Soitn=2; d’aprés la question précédente, omg, =hb,, - a,,=6a,- §,,.

b) On déduit de la question précédente que la éa,i,t);zz est une suite récurrente linéaire du
second ordre d’équation caractéristigder r — 6 = 0, admettant deux solutions : 2 et -3.

Sachant que a; = 1 ;a3 = -1, on obtient {In>2, a, :éx ot —%)><(—3)"_l .

Commeln>2, b,=ay, +a,,ona:n>2h =§x 2“1+§><(—3)n_1.

EXERCICE |lI

Si un tel triangle existe, noto, N, etP ses sommets tels géesoit le milieu de /IN], B soit le

milieu de MP], etC soit le milieu deliP]. Notonsx, y etz les affixes dév, N etP respectivement.

X+y=2a X=a+b-c
Ona:{x+z=2b, cequiéquivautaiy=a-b+c .
y+z=2cC Z=-a+b+tc

Vérifions que les points d’affixes y etz ainsi définis ne sont pas alignés :
Les pointsA, B etC n’étant pas alignés, b etc sont distincts deux a deux.

Six =y, alorsb = c ce qui est exlcu.

Des lors, les pointsl,N etP sont alignés si, et seulement$i20R - 2a-2c¢

OR ce qui est exclu
X—=y 2b-2c

carA, B, etC ne sont pas alignés.

Ainsi, il existe un unique triangle satisfaisar&ondition posée.
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