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EXERCICE  I  
 

Soient α  un réel fixé, et ( )n n
u

∈ℕ
 la suite réelle définie par : 

( )0 1 2 11,   et  , 1n n nu u n u u u+ += = α ∀ ∈ = α + − αℕ  
 

1. Calculer  u2,  u3 et donner une expression de un ne dépendant que de n ( et α ). 
 

2. On suppose que α > 1  et 2α ≠ . On pose alors 21 e tα = + , avec 0t ≠ . 

Montrer que : 
( )( )

( )
sh 1

, e
sh

nt
n

n t
n u

t

+
∀ ∈ =ℕ . 

 

EXERCICE  II  
 

On souhaite déterminer les solutions réelles sur ℝ de l’équation différentielle : 

(E) : ( )21 ' 1 3x y xy+ = +  

 

1. Déterminer une solution particulière de (E) sous la forme d’une fonction polynomiale de degré 3. 
 

2. Résoudre alors (E). 

 
 
EXERCICE  III  
 

On pose : 
0 2 sin

t
I dt

t

π
=

+∫  ; et 
0

1
:

2 sin

x
F x dt

t+∫֏ . 

1. a) Justifier que I est bien définie. 

    b) Justifier que F est dérivable sur ℝ , et en déduire que ( ) ( )lim
x

F F x
→π

π = . 

2. Dans l’intégrale I, à l’aide du changement de variable u t= π −  (que l’on justifiera), montrer que 

l’on a la relation : ( )
2

I F
π= π . 

3. a) Calculer, pour a ∈ℝ  : 
20

1

1

a
dθ

+ θ + θ∫ . 

    b) Montrer que ] [
2

2

2

2tan
; , sin

1 tan

t

t
t t∀ ∈ −π π =

+
. 

    c) Pour ] [;x ∈ −π π , calculer F(x) à l’aide du changement de variable 
2

tan
tθ =  (que l’on justifiera). 

4. En déduire ( )F π , puis  I. 
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EXERCICE  IV 
 

On considère, surℝ , l’équation différentielle du premier ordre suivante : 

(E) : ( ) ( )' 2e xy x y x −− =  

On notera que (E) n’est pas linéaire. 
 

On considère, surℝ , les équations différentielles linéaires du premier ordre suivantes : 

 (E+) : ( ) ( )' 2e xy x y x −− =  

(E– ) : ( ) ( )' 2e xy x y x −+ =  
 

1. a) Résoudre (E+) sur ℝ . 
  

    b) Résoudre (E–) sur ℝ . 

 

2. Dans la suite,  f désigne une solution de (E) sur ℝ  ; c’est-à-dire : 

f est dérivable sur ℝ , et ( ) ( ), ' 2e xx f x f x −∀ ∈ − =ℝ  
 

    a) Montrer que f est strictement croissante sur ℝ . 
 

    b) Montrer que f  n’est pas strictement positive sur ℝ . 
 

    c) Montrer que f  n’est pas strictement négative sur ℝ . 
 

    d) En déduire que f  s’annule une et une seule fois sur ℝ en un réel que l’on notera α . 
 

    e) Montrer que : 
( )

( )( )2

2 e si 
:

e 1 e   si 

x

x x

x x
f x

x

−

−α −

 − α ≤ α→ 
− ≥ α

 

 

Barème envisagé :  4 points - 3 points - 7 points - 6 points 


