Maths Sup PTSI 18 jua15

MATHEMATIQUES: EXAMEN DU SEMESTRE 2

ICAM LILLE, NANTES, PARIS-SENART, TOULOUSE

Durée : 4 heures
Calculatrices non autorisées.

La notation tiendra compte de la clarté des expiamss et du soin apporté a la

rédaction et a la présentation des résultats.

Rendre séparément le probleme, I'exercice 1, laxer2.
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PROBLEME (10 points)
Dans tout ce probléme, on se place dans I'espaxteriel R3.

On désigne paf”~ la base canonique & . On note /Q(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 a aiefiis réels et

011
I la matrice identité d’ordre 3. On considére IarinatA:(l 0 1}
110

Partie A
1. CalculerA? et A3, puis exprimeA? et A>comme combinaison linéaire deetl.
2. On considere la suifet,,) ., définie par a; =a, =1 et N21, 0, =0+ 20y,
Montrer par récurrence queéin>2, A" =a, A+ 20, |.

3. Calculera, pour toun=1. En déduire I'expression d&' en fonction den, pour toun=>1.

PartieB

On noteld I'application identité d&3 et  I'endomorphisme d&3 dont la matrice dans la baseest A.
1. Déterminer une base; deKer(f +1d) et une bases, deKer(f -2d).
2. a. Prouver que la famille ~ :((1;-1;0) (1;0;-) ¢ 1;1;)1) est une base @& .

b. Déterminer la matricB de f dans la base~ .

c. Donner la matrice de passdgde vers.~ .

d. Retrouver I'expression da" en fonction den pour toun >1.

Partie C

1. a. Calculer(A+1)(A-21). En déduire queA est inversible et expriméy™* comme combinaison linéaire deet!.

b. Calculer(A+1)?et(A-21)?. Conjecturer une expression simpld de- 1)"et(A-21)" pour toun >1.

abob
2. SoitM (a,b) la matrice définie pavl (a,b) :£b a tﬂou(a,b)DR2 et F I'ensemble défini paf ={M (a,b) (a,j DR} .
b b a

On poseK = A+ etJ=A-2I.
a. Montrer queF est un sous-espace vectoriel d&(R) , et déterminer sa dimension.

b. Montrer que(K,J) est une base deet calculer les coordonnéés 3) deM (a,b) dans cette base.

3. Calcule{M (a,b)]" pour toutn = 1. Vérifier le résultat obtenu dans le casui€0,1) .

Partie D
Soitn > 1etR, le reste de la division euclidienne du polynoié par le polyndméX +1) (X -2) .

1. DéterminerR,.

2. Retrouver I'expression d&" en utilisant le résultat précédent.
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EXERCICE 1 (6 points)

Partie A

Soitg la fonction définie sub =]-1t T{\{0} parg (x) :sxi_ixx'
1. a. Montrer quey est prolongeable par continuité en 0.
On gardera la notatiognpour la fonction ainsi prolongée s]urrr, T[[ .
b. Déterminer le développement limitéglex) d’ordre 2 au voisinage de 0.
2. a. Montrer que est dérivable en 0 et donrggl(0) .
b. Calculerg' (x) pour toutx 0D .
c. Soith la fonction définie suR parh(x) = (1+ x) sin x— xcosx. Déterminer un équivalent ¢éx) au voisinage de 0.

d. En déduire que la fonctianest de classe * sur]-g 1 .

e. Montrer queg' est bornée S\EIO;%[} . On noteraV un majorant dkg| sur {O;g} .

f.  Donner I'équation de la tangente en O a la ceudprésentativ€ de la fonctiorg ainsi que sa position relative par

rapport a la courb€ .

Partie B
T

X —
X .
x et lintégralel, = J. 2 £, (x)dx.
0

Pour tounON, on définit la fonctiorf,, parOxOD, f,(x) = _
1+n?x? sinx

T Tt

1. a. Montrer quéinON, I, =%[Arctan(nx) o] x)]; —%IE Arctar{ n¥ g( % d.
0

T

Ih— T2 Arctan( nE)
2n 2

1L
In—ﬂezArctan(nE) M,
2n 2

< —x—.
2. Calculer alors la limite de la suitg, ) .

T
< MI 2 Arctar{ Ny d»,
nJo

b. En déduire quednON,

puis que OnON,
n 4
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EXERCICE 2 (4 points)
Soitn un entier naturel non nul.

Une urndJ , contientn boules numérotées de ha0n effectue dans cette urne une successionaggesird’'une boule, en appliquant

la régle suivante : si la boule tirée porte le ntoé avant de procéder au tirage suivant, on enlévide toutes les boules dont le
numéro est supérieur ou égl.a

On noteX,, la variable aléatoire égale au nombre de tiragesssaires pour vider l'uriik, de toutes ses boules.

Partie A

1. Donner la loi d&X;, la loi deX, et leurs espérances.

2. Déterminer la loi d&Xzet calculerE( X;).

Partie B

On étudie désormais le cas général.
1. CalculerP(X, =1)etP(X, =n).
2. SoitN; la variable aléatoire égale au numéro de la prenfieule tirée.
a. Reconnaitre la loi dN; .

0 i<k -

b. Expliquer pourquolli O[2n], Ok O[2n] Ring=) (X, =K :{P(X- L =k-1) siizk
i >

n-1

c. Montrer queCkO[[2;n], P( X, = ):%; P %= k1)
i=k-1

3. Pourtoun=>2, on posev, = nl P( X, = n-1).
a. Etablirquedn=2, v, =V, +n.

b. Pour toun= 2, en déduire, en fonction den puis P( X, = n-1).

Partie C

On admet quéin= 2, E(Xn):ﬁ E(X)+1 (9.

n
2. Endéduire quen=1 E( X,) = z%

n-1 10 i+l
BONUS: On rappelle queZ[ > ay (Z qk] pour toute suitéay, ) .

k=2\i=k-1 i=1\ k=2
Démontrer(*) .
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